
数 学 是 科 学 的 女 王 

数学教研室 



Lagrange定理 xxxfy   )( 0 给出了 

        函数在某区间上的增量与函数在区间内某点 

处的导数之间的关系，为利用导数反过来研究函 

数的性质或曲线的形态提供了一座桥梁。本节我 

们就来讨论这方面的问题，主要介绍：单调性、 

极值最值、凹凸、拐点和渐近线等。 



一、单调性的判别法 

      函数在某区间上是否具有单调性是我们在研究 

函数的性态时，首先关注的问题。第一章中已经
给出了函数在某区间上单调的定义，但利用定义
来判定函数的单调性却是很不方便的。 
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      从几何图形上看，表示单调函数的曲线当自变量 

在单调区间内按增加方向变动时，曲线总是上升（下降）的。
进一步若曲线在某区间内每点处的切线斜率都为正（负），
即切线的倾角全为锐（钝）角，曲线就是上升（下降）的。 

     这就启示我们：能否利用导数的符号来判定单调性 ？回答
是肯定的。 
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证 ),,(, 21 baxx  ,21 xx 且 应用拉氏定理,得 

)())(()()( 211212 xxxxfxfxf  

,012  xx

,0)(),(  xfba 内，若在 ,0)(  f则

).()( 12 xfxf  .],[)( 上单调增加在 baxfy 

,0)(),(  xfba 内，若在 ,0)(  f则

).()( 12 xfxf  .],[)( 上单调减少在 baxfy 



注 ①若在(a,b)内至多有有限个导数等0的点和至多 

有限个不可导点，而在其余点处均有 

)0)((0)(  xfxf 则由连续性，结论仍成立 

②此判定法则对其它各种类型的区间仍适用 
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注意:函数的单调性是一个区间上的性质，要用导数在
这一区间上的符号来判定，而不能用一点处的导数符
号来判别一个区间上的单调性． 

单调区间求法 
问题:如上例，函数在定义区间上不是单调的，但在各
个部分区间上单调． 

定义:若函数在其定义域的某个区间内是单调的，则该
区间称为函数的单调区间. 

导数等于零的点和不可导点，可能是单调区间的分界点． 

方法: 
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例2 

解 ).,(: D

12186)(
2  xxxf )2)(1(6  xx

得，解方程 0)(  xf .2,1 21  xx

时，当 1 x ,0)(  xf 上单调增加；在 ]1,(

时，当 21  x ,0)(  xf 上单调减少；在 ]2,1[

时，当  x2 ,0)(  xf 上单调增加；在 ),2[ 
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例3 
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.,0 导数不存在时当 x

时，当 0 x ,0)(  xf 上单调减少；在 ]0,(

时，当  x0 ,0)(  xf 上单调增加；在 ),0[ 

单调区间为 ，]0,( ).,0[ 



二、函数的极值及其求法 

        由单调性的判定法则，结合函数的图形可知，

曲线在升、降转折点处形成“峰”、“谷”，函数
在这些点处的函数值大于或小于两侧附近各点处的
函数值。函数的这种性态以及这种点，无论在理论
上还是在实际应用上都具有重要的意义，值得我们
作一般性的讨论。 



函数极值的定义 
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定义 

函数的极大值与极小值统称为极值,使函数取得极值
的点称为极值点. 



函数极值的求法 

定理1(必要条件) 

定义 
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注 ①这个结论又称为Fermat定理 

②如果一个可导函数在所论区间上没有驻点 

    则此函数没有极值，此时导数不改变符号 

③不可导点也可能是极值点 

可疑极值点：驻点、不可导点 

     可疑极值点是否是真正的极值点，还须进一步 

判明。由单调性判定法则知，若可疑极值点的左、
右两侧邻近，导数分别保持一定的符号，则问题即
可得到解决。 



定理2(第一充分条件) 
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求极值的步骤: 

);()1( xf 求导数

和不可导点的根即方程求驻点 )0)(()2(  xf

;,)()3( 判断极值点在驻点左右的正负号检查 xf 

.)4( 求极值

(不是极值点情形) 



例4 

解 963)(
2  xxxf

，令 0)(  xf .3,1 21  xx得驻点 列表讨论 
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定理3(第二充分条件) 

证 )1(
x

xfxxf
xf

x 






)()(
lim)( 00

0
0 ,0

异号，与故 xxfxxf  )()( 00

时，当 0x )()( 00 xfxxf 有 ,0

时，当 0x )()( 00 xfxxf 有 ,0
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例5 

解 2463)(
2  xxxf

，令 0)(  xf .2,4 21  xx得驻点

)2)(4(3  xx

,66)(  xxf

 )4(f ,018  )4(f故极大值 ,60

 )2(f ,018  )2(f故极小值 .48

20243)(
23  xxxxf 图形如下 



注意: 
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例6 
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.)(,2 不存在时当 xfx 

时，当 2x ;0)(  xf

时，当 2x .0)(  xf

.)(1)2( 的极大值为 xff 

.)( 在该点连续但函数 xf

注意:函数的不可导点,也可能是函数的极值点. 



三、作业：求单调区间和极值 
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