
第五章  定积分及其应用 

定积分是积分学的又一重要概念。自然科学与生产实践中的许多问题，如平面图形的面

积、曲线的弧长、水压力，变力做功等都可以归结为定积分问题。本章将从两个实际问题中

引出定积分的概念，然后讨论定积分的性质及定积分与不定积分的内在联系。 

§5-1 定积分的概念及性质 

一、定积分问题举例 

1、曲边梯形的面积 

曲边梯形是由两条直线都垂直第三条直线与一条曲线所围成的图形。为确定起见，我们

一般取一条边（作为底）在 x 轴上，另两条边为 ax = 和 bx = ，顶部曲线的方程为

)(xfy = (如图 5-1) 

 

                                   图 5-1 

我们以前只会求由直线段和圆弧所围成的平面图形的面积。计算由任意形状的闭曲线所

围成的平面图形面积，是一个一般的几何问题，这个问题只有用极限的方法才能得到比较完

满的解决。 

将曲边梯形分成若干个小曲边梯形（如图 5-2a），对每一个小曲边梯形我们用一个矩形

来近似代替它，所有小矩形面积的总和（如图 5-2b）就是曲边梯形面积的近似值。小曲边

梯形个数越多，就越接近于曲边梯形的面积，而当每个小曲边梯形的宽度趋于 0 时，就转化

为曲边梯形的面积了。 

具体实施步骤： 

⑴分割区间 
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在  ba, 内插入 1−n 个分点 121 ,,, −nxxx  使 
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       bxxxxax nn == −  1210  

这些分点将区间  ba, 分成n 个子区间   ),,2,1(,1 nixx ii =− ，记它们的长度为

),2,1( nixi = ，用表示这些子区间的最大长度。显然的大小反映了对区间分割的粗

细程度。通过此分割我们得到了n 个“窄曲边梯形” ),2,1( niS i = ，因此有 
=
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（如图 5-2a） 

⑵近似代替（以直代曲），求和 

在  )ii xx ,1− 上任取一点 i ，用高为 )( if  ，宽为 ix 的矩形面积近似代替“窄曲边梯形”

面积 iS ),,2,1( ni = ，于是得到曲边梯形的面积的近似值： 
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⑶取极限，求得面积精确值  

可看出，随着分割的越来越细，即 0→ ， nS 对 S 的逼近程度越好，于是有 
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2、变速运动的路程 

我们知道：已知物体作变速直线运动，路程随时间 t 的变化而变化的规律是 S )(tS= ，

任意时刻速度为
dt

tdS
tV

)(
)( = 。现在我们提出此问题的逆问题：已知物体运动的速度随时

间变化的规律是 )(tVV = ，如何求物体在从a 到b 任意一段时间内走过的路程 S ？ 

我们知道，物体作等速运动时，计算路程的公式是 

    路程=速度时间 

而在变速运动中，速度随时间变化，因此不能用等速运动的公式来计算。 

同前面的问题一样，在一段很短的时间内，可用等速运动近似地代替变速运动，具体作

法如下： 

⑴分割区间 

在时间  ba, 内插入 1−n 个分点 121 ,,, −nttt  使 

         bttttat nn == −  1210 . 

这些点将  ba, 分成了n 个子区间  ii tt ,1− ),,2,1( ni = ，若记物体在  ii tt ,1− 上运动的



路程为 iS ，则物体在整个时间区间  ba, 上运动的路程为 
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⑵近似代替，求和 

由于速度函数是连续的，所以时间区间很小时速度的变化也很小，在  ii tt ,1− 内任取一

点 i ，可近似看作物体在  ii tt ,1− 内作速度为 )( iV  的匀速运动，走过的路程为 ii tV )( ，

这样，得到物体在  ba, 上运动的路程的近似值 i

n
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)( ，并且分割越细越接近精确

值。 

⑶取极限，得路程之精确值 
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就是物体在时间区间  ba, 内走过的路程的精确值。 

上面两个例子中所要计算的量的实际意义虽然不同，但它们都决定于一个函数及其自变

量的变化区间，如： 

曲边梯形的面积由它的高度 )(xfy = 及其底边上的点 x 的变化区间  ba, 所决定； 

变速直线运动的路程由速度 )(tVV = 及时间 t 的变化区间  ii tt ,1− 所决定。 

其次，计算这些量的方法与步骤都是相同的，它们都归结为具有相同结构的一种特定和

的极限。如 
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抛开这些问题的具体意义，抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括，我们就

可以抽象出下述定积分的定义。 

二、定积分的定义 

定义 1 设函数 )(xf 在区间  ba, 上有界，在  ba, 中任意插入 1−n  个分点 

          bxxxxxa nn == −1210   

把区间  ba, 分成n 个小区间 

        10 , xx ，  ,, 21 xx ，  nn xx ,1−  

各个小区间的长度依次为 

       011 xxx −= ， 122 xxx −= ，…， 1−−= nnn xxx  



在每个小区间  ii xx ,1− 上任取一点 i )( 1 iii xx −  ，作函数值 )( if  与小区间长度

ix 的乘积 )( if  ix ),,2,1( ni = 并作出和 
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记  nxxx = ,,,max 21  ，如果不论对  ba, 怎样分法，也不论在小区间  ii xx ,1−

上点 i 怎样取法，只要当 0→ 时，和 S 总趋于确定的极限 I ，这时我们称这个极限 I 为

函数 )(xf 在区间  ba, 上的定积分（简称积分），记作 
b

a
dxxf )( ，即 
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其中 )(xf 叫做被积函数， dxxf )( 叫做被积表达式， x 叫做积分变量，a 叫做积分下

限，b 叫做积分上限，  ba, 叫做积分区间。 

利用定积分的定义，前面所讨论的两个实际问题可以分别表述如下： 

曲边梯形的面积 =
b

a
dxxfA )(  

变速直线运动物体所经过得路程 =
b

a
dttVS )(  

关于定积分的定义作以下 3点说明： 

⑴函数 )(xf 在闭区间  ba, 上可积有两个充分条件： )(xf 在  ba, 上连续或在 ba, 上

除有有限个第一类间断点外处处连续； 

⑵定积分 
b

a
dxxf )( 是乘积和的极限，它是一个数，与函数 )(xf 、区间 ba, 有关，而

与积分变量的选择无关，即 
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⑶为了讨论方便，补充规定： 
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三、定积分的几何意义 

由定积分可得： 

在闭区间  ba, 上，若函数 )(xf 0 ，则 
b

a
dxxf )( 在几何上表示由曲线 )(xfy = 、直

线 bxax == , ，和 x 轴所围成的曲边梯形的面积； 



在  ba, 上，若函数 0)( xf ，则 
b

a
dxxf )( 在几何意义上表示由曲线 )(xfy = 、直线

bxax == , ，和 x 轴所围成的曲边梯形（在 x 轴下方）的面积的相反数。 

四、定积分的基本性质 

性质 1 函数的和（差）的定积分等于它们的定积分的和（差），即 

    =
b
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a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 1 

性质 1对于任意有限个函数都是成立的. 

性质 2 被积函数的常数因子可以提到积分号外面，即 

         =
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a
dxxfkdxxkf )()(  )( 是常数k  

性质 3 如果将积分区间分成两部分，则在整个区间上的定积分等于这两部分区间上定

积分之和，即设 bca  ，则 

       
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性质 4 如果在区间  ba, 上， )()( xgxf  ，则 

       
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a
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性质 5 设M 及m 分别是函数 )(xf 在区间  ba, 上的最大值及最小值，则 

    − )( abm 
b

a
dxxf )( )( abM −  

这个性质说明，由被积函数在积分区间上的最大值及最小值，可以估计积分值的范围。

它的几何解释是曲边梯形aABb的面积介于矩形acdb和aefb 的面积之间。（如图 5-3） 

 

                                      图 5-3 

性质 6（定积分中值定理）如果函数 )(xf 在闭区间  ba, 上连续，则在积分区间 ba, 上

至少存在一点 ，使下式成立： 

        ))(()( abfdxxf
b

a
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这个公式叫做积分中值公式。 



中值公式的几何解释是：在区间  ba, 上至少存在一点 ，使得以区间  ba, 为底边，以

曲线 )(xfy = 为曲边的曲边梯形的面积等于同一底边而高为 )(f 的一个矩形的面积（如图

5-4）         

 

图 5-4 

性质 7（对称区间上奇偶函数的积分性质） 

⑴若函数 )(xf 在  ll,− 上连续且为偶函数，则 
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l
dxxfdxxf
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⑵若函数 )(xf 在  ll,− 上连续且为奇函数，则 
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定积分基本定理 

1、 变上限的积分函数 

设函数 )(xf 在区间  ba, 上连续，则对区间  ba, 上任意一点 x , )(xf 在区间  xa, 上仍

连续，所以定积分 

               
x

a
dxxf )(  

存在。这时变量 x 既表示积分上限，又表示积分变量。由于定积分与积分变量的记法无

关，为避免混淆，把积分变量 x 换成 t ，于是有 
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a
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显然，当积分上限 x 在  ba, 上任意变动时，
x

a
dttf )( 就是变上限的定积分。这时，对

于每一个取定的 x 值，定积分有一个对应的值，所以 
x

a
dttf )( 是积分上限 x 的函数，此函

数定义在闭区间  ba, 上，把这样的函数叫做变上限的积分函数，记作 )(x ，即 
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a
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函数 )(x )( bxa  具有下面的重要性质。 



定理 1（微积分第一基本定理）若函数 )(xf 在  ba, 上连续，则变上限的积分函数

=
x

a
dttfx )()( 在  ba, 上可导，且有 )()( xfx = ，其中  bax ,  

例 1 设 dttx
x

= 0
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

 ,求 )(x  
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定理 2(微积分第二基本定理) 如果函数 )(xF 是连续函数 )(xf 在区间  ba, 上的任意

一个原函数，则 

            )()()( aFbFdxxf
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为方便起见，我们把 )()( aFbF − 记成
b

a
xF )( ，于是上述公式可写成 
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a
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此公式叫做牛顿（Newton）-莱布尼兹（Leibniz）公式，也叫做微积分基本公式。这

个公式揭开了定积分与被积函数的原函数间的联系，它说明一个连续函数在区间  ba, 上的

定积分等于它的任意一个原函数在区间  ba, 上的增量，这就为定积分的计算提供了一个有

效而简单的方法。 

例 1 计算 dxx
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例 2 计算 dx
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例 3 计算 dxx 4
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例 4 计算 dx
x
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解  dx
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例 5 计算正弦曲线 xy sin= 在 ,0 上与 x 轴所围成的平面图形的面积。             

 
图 5-5 

解 这图形是曲边梯形的一个特例，它的面积为 

   2)1()1()0cos(coscossin
00

=−−−−=−−−=−==  


xxdxA  

习题 5-1 

1、利用定积分的定义计算下列积分： 

    ⑴ 
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a
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2、利用定积分的几何意义，说明下列等式： 
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3、计算下列积分： 
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4、设 dt
t
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1
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5、利用函数的奇偶性计算下列积分： 

⑴ −
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§5-2 定积分的换元积分法 

上一节中的微积分基本公式建立了定积分与不定积分之间的联系，利用这个公式和求不

定积分的法则就可以解决定积分的计算问题。而在求不定积分中换元法是一个十分重要的方

法，因而在一定条件下，也可用换元法来计算定积分.本节将介绍定积分的换元法。 

先来看一个例子。 



例 求定积分  −
a
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解  设 tax sin= ，则 tdtadx cos=  

所以 
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于是 
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如果在换元的同时，我们将 x 的上、下限按代换 tax sin= 相应的换成 t 的上、下限，

即 

当 0=x 时， 0=t ；当 ax = 时，
2


=t ，则 
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这样，运算步骤得到了简化。这种方法叫做定积分的换元法。 

定理 假设 

⑴函数 )(xf 在区间  ba, 上连续； 

⑵函数 )(tx = 在区间   , 上是单值的且具有连续导数； 

⑶当 t 在区间   , 上变化时， )(tx = 的值在  ba, 上变化，且 ba == )(,)(   

在这些条件下，则有定积分的换元公式 

       dtttfdxxf
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a  =
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
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利用牛顿-莱布尼兹公式就可以证明这个定理，这里略。 

我们指出，换元公式对于 ba  也是适用的。 

由这个定理可以知道，通过变换 )(tx = 把原来的积分变量 x 变换成新变量 t 时，在求

出原函数后可不必把它变回成原变量 x 的函数，只要相应改变积分上、下限即可.但这样做

的时候，必须注意定理的条件，否则就会得出错误的结论。 

例 1 计算 
+

4

0 1 x

dx
 

解  令 tx = ，则当 0=x 时， 0=t ；当 4=x 时， 2=t ； 



代入积分 

       
+

4

0 1 x

dx
dt

t
dt

t

t
 +

−=
+

=
2

0

2

0
)

1

1
1(2

1

2   )3ln2(2)1ln(2
2

0
−=+−= tt  

例 2 计算 
−

2

1

0 2

2

1 x

dxx
 

解  设 tx sin= ，则 tdtdx cos= ，且 

    当 0=x 时， 0=t ；
2

1
=x 时，

6


=t  

于是 

      
−

2

1

0 2

2

1 x

dxx

8

3

12
)2sin

4

1

2
(sin

6

0

6

0

2 −=−== 





t
t

tdt  

换元公式也可以反过来使用，为使用方便起见，把换元公式左右两边对调地位，同时把

t 改记为 x ，而 x 改记为 t ，得 

        =
b

a
dttfdxxxf )()()(




  

这样，我们可以用 )(xt = 来引入新变量 t  

例 3 计算 xdxxsincos2

0

5




 

解  设 xt cos= ，则 xdxdt sin−= ，且 

    当 0=x 时， 1=t ；当
2


=x 时， 0=t  

于是 

        xdxxsincos2

0

5




 
6

1
)

6
(

1

0

6
1

0

5
0

1

5 ===−= 
t

dttdtt  

在例 3中，如果我们不明显的写出新变量 t ，那么，定积分的上、下限就不要改变，现

在用这种方法计算如下： 

xdxxsincos2

0

5




6

1
)

6

1
0()

6

cos
()(coscos

2

0

6

2

0

5 =−−=−=−= 




x
xdx  

例 4 计算 dhhRh
R

 −
0

22
 )( 为常数R  

解  由于 )(
2

1
)(

2

1 222 hRdhdhdh −−==  

所以 

        dhhRh
R

 −
0

22 )(
2

1 22

0

22 hRdhR
R

−−−= 

R

hR

0

2

3

22 )(
2

3

2

1
−−=  

                   
3

)0(
3

1 3
3 R

R =−−=  



例 5 计算 dxxx −


0

53 sinsin  

解  由于 xxxxxx cossin)sin1(sinsinsin 2

3

2353 =−=−  

在 








2
,0


上， xx coscos = ；在 










,

2
上， xx coscos −= ，所以 

      dxxx −


0

53 sinsin  −+=






2

2

3

2

0

2

3

)cos(sincossin dxxxxdxx  

                     −=






2

2

3

2

0

2

3

sinsinsinsin xxdxxd  

                    







2

2

52

0

2

5

sin
5

2
sin

5

2
xx −=  

                    )
5

2
(

5

2
−−=

5

4
=  

注意：如果忽略了 xcos 在 










,

2
上非正，而按 

          xcoxxx 2

3

53 sinsinsin =−  

计算，将会导致错误。 

习题 5-2 

计算下列定积分： 

⑴ dxx +






3

)
3

sin(                        ⑵ − +

1

2 3)511( x

dx
 

⑶ 


d 2

0

3cossin                      ⑷  2

6

2cos


 udu  

⑸ dxx −
2

0

22                         ⑹ dyy− −
2

2

228  

⑺ 
+

3

1 22 1 xx

dx
                        ⑻ dxxax

a
22

0

2 −  

⑼ − −

1

1 45 x

xdx
                           ⑽ 

+

4

1 1 x

dx
 

⑾ 
−

a

xa

xdx2

0 223
                       ⑿ dtte

t


−1

0

2

2

 



⒀ dx
x

xe

1
4)(ln

                           ⒁ − ++

0

2 2 22xx

dx
 

⒂ 
−

2

2

2coscos


 xdxx                       ⒃  +
2

0 sin2



x

dx
 

§5-3 定积分的分部积分法 

在计算不定积分时有分部积分法，相应地，计算定积分也有分部积分法. 

设函数 )(),( xgxf 在区间  ba, 上具有连续导数 )(),( xgxf  ，则有 

         )()()()()()( xgxfxgxfxgxf +=


. 

分别求等式两端在上  ba, 的定积分. 

        
b

a
dxxgxf )()(  =

b

a
dxxfxg )()(  +

b

a
dxxgxf )()(  

即 

       =
b

a
xgxf )]()([  

b

a
dxxfxg )()(  +

b

a
dxxgxf )()(  

于是 

        
b

a
dxxgxf )()(

b

a
xgxf )]()([=  −

b

a
dxxfxg )()(  

也可以写成 

       
b

a
xdgxf )()(

b

a
xgxf )]()([= −

b

a
xdfxg )()( . 

这就是定积分的分部积分公式. 

例 1 计算 


0
cos xdxx  

解  与前面求不定积分的方法很相似 

   


0
cos xdxx 2)cos()00(sin)sin(sin

0000
−=−−−=−== 



xxdxxxxxd  

例 2 计算 2

1

0
arcsin xdx  

解  2

1

0
arcsin xdx −= 2

1

0

2

1

0
arcsin)arcsin( xxdxx 

−
−= 2

1

0 2162

1

x

xdx
 

             )1()1(
2

1

12

2
2

1

2

1

0

2 xdx −−+=

−


 2

1

0

21
12

x−+=


 

             1
2

3

12
−+=


. 

例 3 计算 dxxe x


1

0
 



解  dxxe x


1

0
11

1

0

1

0

1

0

1

0
=+−=−=−==  eeeedxexexde xxxx

. 

例 4 计算 dxe x


1

0
 

解  先用换元法令 tx = ，则
2tx = ， tdtdx 2= ， 

    且当 0=x 时， 0=t ；当 1=x 时， 1=t . 

于是    dxe x


1

0
dtte t

=
1

0
2  

再用分部积分法计算上式右端的积分，因为 

        1
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
=−=−== 

ttttt eedtetetdedtte  

因此 

        2
1

0
= dxe x

. 

习题 5-3 

计算下列积分： 

⑴ 
−

1

0
dxxe x

；                      ⑵  2

0

2 cos


xdxx ； 

⑶ 
e

xdxx
1

ln ；                     ⑷ dxx x


2

1
2log ； 

⑸  



2

0
sin tdtt )( 为常数 ;          ⑹ 

1

0
arctan xdxx ; 

⑺ dx
x

x


4

1

ln
;                        ⑻ xdxe x cos2

0

2




; 

⑼ 
−

+
1

0
)1ln(

e

dxx ;                   ⑽ 
e

e

dxx1 ln . 

§5-4 定积分的应用 

本节课将应用前面学过的定积分的基本理论和计算方法来分析和解决一些实际问题.定

积分的应用很广泛，在自然科学和生产实践中，有许多实际问题最后都可归结为定积分的问

题. 

一、平面图形的面积 

例 1 计算由两条抛物线
22 , xyxy == 所围成的图形面积.（如图 5-6） 



 

图 5-6 

解 为了具体定出图形的所在的范围，先求出这两条抛物线的交点，为此解方程组  

       



=

=
2

2

xy

xy

 

得 0,0 == yx 及 .1,1 == yx  

即这两条抛物线的交点为 )1,1()0,0( 及 ，从而知道这图形在直线 0=x 及 1=x 之间. 

取横坐标 x 为积分变量，它的变化区间为  1,0 ，相应于 1,0 上任一小区间  dxxx +, 的

窄曲边梯形的面积近似于高为
2xx − ，底为dx的窄矩形的面积，从而得到面积元素 

.)( 2 dxxxdA −=  

于是所要求的面积为 

 .
3

1

3

1

3

2
)

33

2
()(

1

0

1

0

3

2

3

2 =−=−=−= 
x

xdxxxA  

一般地，如果函数 )(xfy = 、 )(xgy = 在  ba, 上连续，且当 x  ba, 时 )()( xgxf  ，

则介于两条曲线 )(xfy = 、 )(xgy = 以及两条直线 bxax == , 之间的图形的面积元素（如

图 5-7中的阴影部分）为 

  dxxgxfdA )()( −=  

因而此图形的面积为 

   −=
b

a
dxxgxfA )()(  



 

图 5-7 

积分变量也可以选 y ，但一道题中积分变量选取的适当，就可以使计算简单，如例 1，

若以 y 为积分变量，则如何计算？作为大家练习内容. 

某些平面图形,用极坐标来计算它们的面积比较方便.设由曲线 )(=r 及射线

 == , 围成一图形（简称为曲边扇形），现在要计算它的面积（如图 5-8）这里假定

  , 时， 0)(  . 

由于当在   , 上变动时，极经 )(=r 也随之变动，因此，所求图形的面积不能直

接利用圆扇形面积的公式 )(
2

1 2  −= RA 来计算. 

取极角为积分变量，它的变化区间为   , ，对于区间  , 上的任一小区间

  d+, 所对应的窄曲边梯形，我们可以用半径为 )(=r ，中心角为 d 的圆扇形来近

似替代，从而得到这窄曲边梯形面积的近似值，即曲边扇形的面积元素 

               ddA
2

)(
2

1
=  

于是所求曲边扇形的面积为 

              



dA

2
)(

2

1
= . 

 

图 5-8 

例 2 计算阿基米德螺线 ar = )0( a 上相应于 从0 变到 2 的一段弧与极轴所围



成的图形（如图 5-9）的面积。 

 

图 5-9 

解 取为积分变量，在的变化区间  2,0 上任取一小区间   d+, ，在此小区间

上以半径为 a ，中心角为 d 的圆扇形面积近似代替窄曲边扇形的面积，得曲边扇形的面

积元素 

         dadA 2)(
2

1
=  

从而所要求的面积 

        
32

2

0

32
2

2

0

2

3

4
)

3
(

22








a
a

d
a

A ===  。 

二、体积 

1、平行截面面积为已知的立体体积 

设一立体位于过点 ax = ， bx = 且垂直于 x 轴的两个平面之间，用过点 x 且垂直于 x 轴

的平面截此立体，设所得截面的面积为 )(xA ，且 )(xA 是 x 的已知连续函数.下面求该立体

的体积V （如图 5-10） 

 

图 5-10 

取 x 为积分变量，  bax , ，在区间  ba, 上任取一小区间 dxxx +, ，该区间上的小

立体的体积可以用底面积为 )(xA ，高为dx的柱体的体积近似代替.因此体积微元

dxxAdV )(= 从而 =
b

a
dxxAV )(  ⑴ .                              

例 3 一平面经过半径为R 的正圆柱体的底圆中心，与底面交成 角，求这平面截圆柱

体所得立体的体积（如图 5-11） 

                       

                 



                                                        

 

图 5-11 

解 取这平面与正圆柱底面的交线为 x 轴，底面上过圆心且垂直于 x 轴的直线为 y 轴，

建立直角坐标系，于是底面圆的方程为
222 Ryx =+ ，取 x 为积分变量，  RRx ,− ，立

体中过点 x 且垂直于 x 轴的截面是直角三角形，它的两条直角边分别为
22 xR − 和

tan22 xR − ，因此截面面积为 

       
2

1
)( =xA 22 xR − tan22 xR − tan)(

2

1 22 xR −=  

由⑴式得所求立体的体积为 

      dxxRV
R

R
tan)(

2

1 22 −= −

R

R

xxR
−

−= )
3

1
(tan

2

1 32 tan
3

2 2R= . 

2、旋转体的体积 

旋转体是一个平面图形绕这平面内的一条直线旋转而成的立体，这条直线叫做旋转轴. 

如图 5-12表示由曲线 )(xfy = ，直线 ax = ， bx = 及 x 轴所围成的曲边梯形绕 x 轴

旋转而成的旋转体.现在计算该旋转体的体积V . 

 

图 5-12 

过区间  ba, 上任一点，作垂直于 x 轴的横截面，它是一个半径为 )(xfy = 的圆，因此

横截面的面积是 

          22 )()( xfyxA  ==  

由⑴式，所求旋转体的体积为 



         dxxfdxyV
b

a

b

a  == )(22                              ⑵ 

类似的，由曲线 )(yx = ，直线 cy = ， dy = 及 y 轴所围成的曲边梯形（如图 5-13）

绕 y 轴旋转而成的旋转体体积为 dyydyxV
d

c

d

c  == )(22  . 

 

图 5-13 

例 4 计算底半径为 r ，高为h的圆锥体的体积（如图 5-14） 

 

图 5-14 

解 如图建立坐标系，圆锥体可以看成由直角三角形OAB绕 x 轴旋转而成的旋转体.直

线OA的方程为 

      x
h

r
y =  )0( hx   

由⑵式得所求圆锥体的体积为 

      hr
x

h

r
dxx

h

r
dxyV

h
h h

2

0

3

2

22

0 0

2

3

1
)

3
()( 


 ====   。 

三、平面曲线的弧长 

设有光滑曲线 )(xfy = （即 )(xf  是连续的），求从 ax = 到 bx = 的对应的一段弧的

长度 s （如图 5-15）。 



 

图 5-15 

取横坐标 x 为积分变量，它的变化区间为  ba, ，如果函数 )(xfy = 具有一阶连续导数，

则曲线 )(xfy = 上相应于  ba, 上任一小区间 dxxx +, 的一段弧的长度，可以用该曲线在

点 ))(,( xfx 处的切线上相应的一小段的长度来近似代替.而切线上这相应的小段的长度为 

 dxydydx 222 1)()( +=+  

从而得弧长元素 

     dxyds 21 +=  

将弧长元素在闭区间  ba, 上作定积分，便得到所要求的的弧长 

     dxys
b

a += 21                                         ⑶ 

对于有些曲线，利用参数方程来计算它的弧长比较方便。 

设曲线的参数方程为 





=

=

)(

)(

ty

tx




     （   t ） 

并且 )(t ， )(t  在区间   , 上连续，这时弧长微元为 

             dtttdydxds
2222 )()()()(  +=+= . 

从而所求的弧长为 

             dttts  +=





22
)()( .                            ⑷ 

例 5 求曲线 2

3

3

2
xy = 上相应于 x 从 0到 3的一段弧的长度 

解 2

1

xy = ，由⑶式得所求弧长为 

   
3

14
)1(

3

2
11

3

0

2

3
3

0

3

0

2 =+=+=+=  xdxxdxys  



例 6 求摆线  




−=

−=

)cos1(

)sin(

tay

ttax
（ 0a ）一拱 )20(  t 的长度 

解 )cos1()( tatx −= ， taty sin)( =  

因此   dttatads 2222 sin)cos1( +−= dtta )cos1(2 −= dt
t

a )
2

(sin4 2=  

因为当 20  t 时， 
2

0
t

.所以 0)
2

sin( 
t

 

于是    dt
t

ads )
2

sin(2=  

从而摆线一拱的长度为 

        a
t

adt
t

as 8)
2

cos(4
2

sin2

2

0

2

0
=−== 




 

习题  5-4 

1、求下列平面曲线所围成图形的面积： 

⑴
2xy = ， 1=y  

⑵
x

y
1

= ， xy = ， 2=x  

⑶
2xy = ， xy = ， xy 2=  

2、求曲线 cos2ar = 所围成图形的面积。 

3、计算底面是半径为R 的圆，而垂直于底面上一条固定直径的所有截面都是等边三角

形的立体的体积。 

4、求下列曲线所围成的图形绕指定轴旋转所得到的旋转体的体积： 

  ⑴ 042 =+− yx ， 0=x 及 0=y ，绕 x 轴 

⑵ xy sin= ， 0=y )0(  x ，绕 y 轴 

5、计算曲线
21 xy −= 上相应于 0=x 到

2

1
=x 一段弧的长。 

§5-5 广义积分 

前面所讨论的积分，其积分区间是有限的，并且被积函数在积分区间上是有界函数，这

种积分叫常义积分。在一些实际问题中，还常遇到积分区间为无穷区间，因此，需要对积分

进行推广，从而形成“广义积分”的概念。 

定义 1 设函数 )(xf 在区间  )+,a 上连续，取 ab  ，若极限 

              dxxf
b

ab
)(lim +→

 



存在，则称此极限为函数 )(xf 在  )+,a 上的广义积分，记为 

              
+

a
dxxf )(  

即 

             
+

a
dxxf )( dxxf

b

ab
)(lim +→

=  

这时也称广义积分 
+

a
dxxf )( 收敛；如果上述极限不存在，函数 )(xf 在  )+,a 上的

广义积分 
+

a
dxxf )( 就没有意义。习惯上称广义积分 

+

a
dxxf )( 发散，这时记号


+

a
dxxf )( 不再表示数值。 

类似可定义 )(xf 在 ( b,− 上的广义积分为 

定义 2         −

b

dxxf )( dxxf
b

aa
)(lim −→

=  

而 )(xf 在 ( )+− , 上的广义积分定义为 

定义 3        
+

−
dxxf )(  −

=
a

dxxf )( 
+

+
a

dxxf )(  

其中a 为实数。 

当右边两个广义积分同时收敛时，称广义积分 
+

−
dxxf )( 收敛，否则称为发散。 

按广义积分的定义，它是一类常义积分的极限，因此，广义积分的计算就是先计算常义

积分在取极限。 

例 1 计算 
+

+0 21 x

dx
. 

解 
+

+0 21 x

dx
 +

=
+→

b

b x

dx

0 21
lim

b

b
x

0
arctanlim

+→
=

2
)0arctan(arctanlim


=−=

+→
b

b
 

仿照牛顿—莱布尼兹公式的形式，假设 )(xF 是 )(xf 在积分区间上的一个原函数，若

记 

            )(lim)( xFF
x +→

=+ ， )(lim)( xFF
x −→

=−  

则以上广义积分可用与牛顿—莱布尼兹公式类似的形式表示为 

           
+

a
dxxf )(

+
=−+=

a
xFaFF )()()(  

            −

b

dxxf )(
b

xFFbF
−

=−−= )()()(  

           
+

−
dxxf )(

+

−
=−−+= )()()( xfFF  

需要注意的是，积分限 −+ , 代入 )(xF 时，应理解为对 )(xF 求极限，根据这一表达



形式，例 1的解法可表示为 

           
+

+0 21 x

dx

2
arctan

0


==

+
x  

例 2 计算 dx
x

x

+

+0 21
 

解 dx
x

x

+

+0 21
+=+=+

+
=

++

 0

22

0 2
)1(ln

2

1
)1(

1

1

2

1
xxd

x
 

所以广义积分 dx
x

x

+

+0 21
发散。 

利用极限的性质，可以把定积分的分部积分法推广到广义积分。 

例 3 计算 dxxe x

 −

0

 

解 dxxe x

 −

0

dxexeexd xxx

 −−−
−==

000

)( =
00

−−
− xx exe  

1)1(lim −=+−−=
−→

xx

x
exe  

注意式中极限
x

x
xe

−→
lim 是不定式，可用洛必达法则计算，请大家思考。 

习题 5-5 

判断下列各广义积分的敛散性，如果收敛，算出它们的值: 

⑴ 
+

1 4x

dx
                     ⑵ 

+

1 x

dx
 

⑶ dxe ax


+

−

0
                  ⑷ dtee ptkt −

+

0  )( kp   

⑸ dxxe x


+

−

0

2

                 ⑹ wtdte pt sin
0
+

−
 )0,0(  wp  

⑺ dx
x

x

e
+ ln

                  ⑻ dxxe x


+

−

0
             

 


