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 第四章  不定积分  

   我们已经知道，微分法的基本问题是研究如何从已知的函数求出它的导函数，那么与之

相反的问题是：求一个未知函数，使其导函数恰好是某一已知的函数。这种逆问题不仅是数

学问题本身的需要，而且它还出现在许多实际问题之中。例如：已知速度 )(tV ，求路程 )(tS ；

已知曲线上某一点处的切线斜率，求曲线方程等等。这些内容与后续章节构成一元函数微积

分学的另一重要部分——积分学。 

§4-1 不定积分的概念 

一、原函数 

如果某物体的运动规律由方程 )(tfS = 给出，其中 t 是时间，S 是物体走过的路程，则

对函数 )(tf 求导数就得到这个物体在 t 时刻的瞬时速度 )(tfV = 。但在力学里我们也常遇

到相反的问题，即已知物体在任一时刻 t 的速度 )(tVV = ,而要找这个物体的运动规律，也

就是说要去找它所走过的路程 S 与时间 t 的依赖关系 )(tfS = 。在数学上就是找一个函数

)(tfS = 使其导数 )(tf  等于已知函数 )(tV ,这正好是导数运算的逆运算，即已知函数的导

数，找原来的函数，这就是本章讨论的中心问题。 

定 义 1  设 )(xf 是 定 义 在 区 间 I 上 的 函 数 ， 如 果 存 在 函 数 )(xF ， 使

IxxfxF = ),()( ，或 dxxfxdF )()( = ，则称 )(xF 是函数 )(xf 的一个原函数。 

例 如 xxF sin)( = 是 xxf cos)( = 的 原 函 数 ， 因 为 xx cos)(sin = 或

xdxxd cossin = 。 

由原函数概念可知，如果函数 )(xf 有一个原函数 )(xF ，则有 )()(' xfxF = ，那么

)(xf 的原函数 )(xF 是不是唯一的？如果不唯一，又有多少个？我们先来看下面的例子。

因为 

                xx 2)( 2 =  

                xx 2)1( 2 =+  

                xx 2)1( 2 =−  

                …… 

                xcx 2)( 2 =+  c( 为任意常数） 
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所以 ,1,1, 222 −+ xxx …， cx +2
都是函数 x2 的原函数，由此可知，函数 x2 的原函

数有无穷多个。 

一般地，有如下定理： 

定理 1 如果函数 )(xf 在区间 I 上有一个原函数 )(xF ，那么，对于任意常数c ，函数

cxF +)( 也是 )(xf 在区间 I 上的原函数。 

这表明函数 )(xf 如果有原函数，则它的原函数必然有无穷多个，因为原函数 cxF +)(

中的任意常数c可取无穷多个值。我们看如下定理。 

定理 2 设函数 )(xF 是函数 )(xf 在区间 I 上的一个原函数，则 

（1） cxF +)( 也是函数 )(xf 的一个原函数，c 为任意常数； 

（2） )(xf 的任意两个原函数之间只可能相差一个常数。 

这个定理表明，如果函数有一个原函数存在，则必有无穷多个原函数，且它们彼此间

只相差一个常数。若把相差一个常数的两个函数看作是“等价”的，则可以认为原函数“基

本上”只有一个。于是定理 2揭示了全体原函数的结构，即只需求出任意一个原函数，由它

分别加上各个不同的常数，便可得到全部原函数。 

为了方便计算，我们引入不定积分的概念和记号。 

二、不定积分 

定义 2 函数 )(xf 在区间 I 上的全体原函数称为 )(xf 在 I 上的不定积分，记作 

          dxxf )(                                                 （4-1-1） 

其中  称为积分号， )(xf 为被积函数， dxxf )( 为被积表达式，x 为积分变量。尽管（4-1-1）

式中各个部分都有其独立的名称和含义，但在使用时必须把它们看作一个整体。 

由定义 2可见，不定积分与原函数是总体与个体的关系，即若 )(xF 为 )(xf 在区间 I

上的一个原函数，则 )(xf 在 I 上的不定积分是一个函数族  cxF +)( ，其中c 为任意常量

函数。为书写方便起见，通常把它写作 

cxFdxxf += )()(                                           （4-1-2） 

这时 c又称积分常数，它可取一切实数值.于是又有 

         )()()( xfcxFdxxf =


+=


                            （4-1-3） 

按照写法（4-1-2），本节开始时所举的例子可写成 

          += cxxdx sincos  

我们把求不定积分的运算称作积分运算。由上述定义可知，积分运算与求导运算互为
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逆运算。 

下面讨论不定积分的几何意义。 

由前例知     cxxdx +=
22 ， 

即函数 x2 的不定积分（原函数族）是无穷多条曲线：  cxy += 2
 

我们把这个曲线的集合，叫做 x2 的积分曲线族（见图 4-1）。进一步观察可知，该曲线族中

任何一条曲线均可由曲线
2xy = 沿 y 轴方向平移得到。 

一般地，若 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，则 )(xf 的不定积分 

                  cxFdxxf += )()(  

是 )(xf 的原函数族，在直角坐标系下它由无数条曲线组成，我们把它称为 )(xf 的积分曲

线族（见图 4-2）。它可由曲线 )(xFy = 沿 y 轴平移形成。对c 每取一个值 0c ，确定 )(xf 的

一个原函数 0)( cxFy += ，曲线 0)( cxFy += 叫做 )(xf 的一条积分曲线； )(xf 的任意

两条积分曲线上，相对于同一横坐标 x 的纵坐标总差一个常数；对于同一横坐标 x ，积分曲

线族中每一条曲线上对应点的切线总互相平行。 

      

图 4-1                               图 4-2 

三、基本积分公式 

由原函数的定义，很自然地我们可以从导数公式得到相应的积分公式。 

例如，因为 cxxdxxx +== 
22 22)(  

类似地可以得到其它积分公式。下面我们把一些基本的积分公式列成一个表，通常称为

基本积分表。 

⑴ cdx =0  

⑵ cxdxx +
+

= +


1

1

1 


（ 1− ） 

y

o
x

y

x

)(xFy =

O
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⑶ cxdx
x

+= ln
1

 

⑷ cxdx
x

+=
+

arctan
1

1
2

 

⑸ cxdx
x

+=
−

 arcsin
1

1

2
 

⑹  +−= cxxdx cossin  

⑺  += cxxdx sincos  

⑻  +== cxxdxdx
x

tansec
cos

1 2

2
 

⑼ cxdxxdx
x

+−==  cotcsc
sin

1 2

2
 

⑽  += cxxdxx secsectan  

⑾ cxxdxx +−= csccsccot  

⑿ cedxe xx +=  

⒀ ca
a

dxa xx += ln

1
 

以上所列的基本积分公式，是求不定积分的基础，必须熟记。在应用这些公式时，有时

需要对被积函数作适当变形，请看下面两个例子。 

例 1 求 dx
xx


 3

1
 

解  把被积函数化成
x 的形式，应用公式⑵，便得 

    dx
xx


 3

1
= cxcxdxx +−=+

+−
=

−+−−

 3

1
1

3

4

3
4

3

4

3
1

1
 

例 2 求 .2 dxe xx

  

解  因为 ,)2(2 xxx ee = 把 e2 看作a ，应用公式⒀，得 

    cece
e

dxedxe xxx
x

xx +
+

=+==  2
2ln1

1
)2(

)2ln(

1
)2(2  

习题 4-1 

1、试求下列函数 )(xf 的一个原函数： 
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  ⑴
1)( −= xxf                ⑵ 3)( xxf =  

⑶
xxf 10)( =                ⑷

x
xf

2cos

1
)( =  

2、验证性质： 

⑴   dxxfd )( = dxxf )(  

⑵  += cxFxdF )()(  

3、用求导法验证下列各式成立： 

⑴ cxxxdxxx +++=++
232 )123(  

⑵ cxdxx ++−=+ )13cos(
3

1
)13sin(  

⑶ c
xa

xa

axa

dx
+

−

+
=

− ln
2

1
22

 

⑷ cxxxdx +−= )1(lnln  

§4-2 不定积分的性质与直接积分法 

从上节知，遇到积分表中的函数的积分可以直接套用基本积分公式，可是遇到函数的代

数和或与数相乘作为被积函数时怎么办呢？我们回顾微分法中的线性运算性质，很自然地推

想积分运算也有类似的性质，下面介绍积分运算的线性性质。 

一、定积分的线性运算法则 

定理 4.3 若函数 )(xf 和 )(xg 在区间 I 上的原函数都存在，则 )()( xgxf  在区间 I 上

的原函数也存在，且 

         = dxxgdxxfdxxgxf )()()()(                         （4-2-1） 

证  由导数线性运算法则和上节（4-1-3）可知 

       )()())(())(()()( xgxfdxxgdxxfdxxgdxxf ==


    

这说明   dxxgdxxf )()( 是 )()( xgxf  的不定积分，从而（4-2-1）式成立。 

定理 4.4 若函数 )(xf 在区间 I 上的原函数存在，k 为实数（ 0k ），则函数 )(xkf 在

区间 I 上的原函数也存在，且 

        = dxxfkdxxkf )()(                                      （4-2-2） 

证明留给读者自行做出。 

在实际运算中，经常需要把定理 4.3 与定理 4.4 结合起来，即有 

        = dxxgkdxxfkdxxgkxfk )()()()( 2121                 （4-2-3） 
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例 1 求  − dxxe x )cos3(  

解   − dxxe x )cos3( =  − xdxdxe x cos3  

                = cxe x +− sin3  

注意 1 分项积分后，只要总的写出一个任意常数c 即可。 

注意 2 检验积分结果是否正确，只要把结果求导，看它的导数是否等于被积函数。如

就例 1 的结果看来，由于 )sin3( +− cxe x
= xe x cos3− ，所以结果是正确的。 

二、直接积分法 

在求不定积分时，有很多被积函数可以直接套用基本积分公式或先用积分运算的线性法

则，然后套用基本积分公式；还有一些被积函数须先经过适当的恒等变形（包括代数或三角

的恒等变换），然后再用上述方法积分。我们把以上两类积分方法称为直接积分法。 

请看以下几例 

例 2 求 dx
x

xxx


−+−
2

23 132
 

解  先将分式分项，然后积分 

    dx
x

xxx


−+−
2

23 132
=  −+− dx

xx
x )

13
12(

2
 

                  = 
−−+− dxxdx

x
dxxdx 21

32  

                  = c
x

xxx +++−
1

ln32
 

例 3 求 dxx
x

x )
1

()1( +−  

解  可将被积函数展开再积分 

    dxx
x

x )
1

()1( +− = dxxxx
x

)1
1

( −+−  

                   = dxxxdxdxdxx  −+−
−

2

3

2

1

 

                   = cxxxx +−+− 2

5

22

1

5

2

2

1
2  

例 4 求 dx
x

x
 + 2

4

1
 

解  通过简单变形，将分式分项再积分 
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    dx
x

x
 + 2

4

1
= dx

x

x
 +

+−
2

4

1

1)1(
 = dx

x
dxx  +

+−
2

2

1

1
)1(  

           = cxx
x

++− arctan
3

3

 

例 5 求 dxx
2tan  

解  用同角三角关系进行变形再积分 

    dxx
2tan = dxx − )1(sec2

=  − dxdxx2sec = cxx +−tan  

例 6 求 dx
x

 2
sin 2

 

解  dx
x

 2
sin 2

= cxxdxx +−=− )sin(
2

1
)cos1(

2

1
 

下面我们讨论一下不定积分与微分的关系，按不定积分的定义，即可有下述关系： 

由于  dxxf )( 是 )(xf 的原函数，所以 

   )()( xfdxxf =


   或     dxxfdxxfd )()( =                      （4-2-4） 

又由于 )(xF 是 )(xF  的原函数，所以 

 cxFdxxF += )()(   或    += cxFxdF )()(                            （4-2-5） 

由（4-2-4）（4-2-5）两式可见，除可能相差一个常数外，微分运算（以记号d 表示）与

求不定积分的运算（以记号  表示）是互逆的，当记号  与d 连在一起时，或者抵消，

或者抵消后差一个常数。可简单地记述为：“先积后微，形式不变；先微后积，差个常数”。 

习题 4-2 

求下列不定积分： 

  ⑴  +− dxxx )23( 2
              ⑵ dx

x
xx −+− )

1
1(

3 2

3
 

⑶ 
gh

dh

2
                      ⑷ dxxm n

  

⑸ dxxx )1()1( −+              ⑹ dx
x

x


− 2)1(
 

⑺ dx
x

x
 + )1(3 2

2

                  ⑻ dxx
2cot  
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⑼ dx
x

2
cos2 2

                   ⑽ dxxxx  

§4-3 换元积分法 

利用基本公式和积分性质可求得一些函数的原函数，但只是这样不能解决问题，如

 xdx2sin 时就不能直接使用积分公式求出。因此还需要进一步研究求不定积分的方法。下

面先介绍不定积分的换元法。换元法的基本思想是把要计算的积分通过变量代换，化成基本

积分公式中的某一种，算出原函数后，再换回原来的变量。 

一、第一类换元法 

例如在求  xdx2sin 时，如由公式 

         +−= cxxdx cossin  

立即得       +−= cxxdx 2cos2sin     

则是错误的，因为 

xxcx 2sin2sin2)2cos( =+−  

要解决此类问题，需用下面介绍的方法。 

以上面的不定积分为例， 

因为       uu sin)cos( =−  

从而        +−= cuudu cossin  

设 ,2xu = 有 

        +−= cxxxd 2cos)2(2sin  

从而        = )2(2sin
2

1
2sin xxdxdx  

              ux =2令   udusin
2

1
 = 1cos

2

1
cu +−  

              xu 2=回代  12cos
2

1
cx +−    （ cc

2

1
1 = ） 

一般地，当被积表达式能表示为如下形式： 

            )()()()( xdxfdxxxf  =  

则令 ux =)( ，当  += cuFduuf )()( 容易求得时，可按下述方法计算不定积分： 

           = )()()()( xdxfdxxxf   

                   ux =)(令 cuFduuf += )()(  
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                   )(xu =回代   cxF +)(  

通常把这种积分方法称为第一类换元积分法，因为关键是把被积式凑成

  )()( xdxf  ，所以常常把它叫凑微分法。 

例 1 求 dx
x + 2

1
 

解  dx
x + 2

1
= )2(

2

1
+

+ xd
x

ux =+ 2 du
u
1

= cu +ln 2+= xu cx ++ 2ln  

例 2 求 dx
x

99

)
50

3
(

−
 

解  dx
x

99

)
50

3
(

−
= )

50

3
()

50

3
(50 99 −−


x
d

x
u

x
=

−

50

3
 duu

9950  

             cu += 100

100

1
50

50

3−
=

x
u  c

x
+

− 100)
50

3
(

2

1
 

例 3 求 dxxe x


2

2  

解  dxxe x


2

2 22

dxe x

= ux =2 cedue uu +=
2xu = ce x +

2

 

当熟练后，所选新变量 )(xu = 只需记在心里，可以不写出来，请看下面几个例子。 

例 4 求  xdxtan  

解  cx
x

xd
dx

x

x
dx

x

x
xdx +−=−=

−
==   cosln

cos

cos

cos

)cos(

cos

sin
tan  

例 5 求 dxxx − 21  

解  dxxx − 21 )(1
2

1
1)2()

2

1
( 222 xdxdxxx −−−=−−−=   

             cxxdx +−−=−−−=  2

3

222 )1(
3

2

2

1
)1(1

2

1
 

             cx +−−= 2

3

2 )1(
3

1
 

例 6 求  xdx2sin  

解   xdx2sin )2cos(
2

1
)2cos1(

2

1
 −=−= xdxdxdxx  

           cxxxxddx +−=







−=   )2sin

2

1
(

2

1
)2(2cos

2

1

2

1
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例 7 求  xdxx 3cos2cos  

解  利用三角学中的积化和差公式有 

 xdxx 3cos2cos  += dxxx )5cos(cos
2

1
cxx ++= 5sin

10

1
sin

2

1
 

例 8 求 
− 22 xa

dx
 )0( a  

解 
− 22 xa

dx
c

x

a

x

a

x
d

a

x

dx

a
+=

−

=

−

=  2
arcsin

)(1

)(

)(1

1

22

 

例 9  求  − 22 ax

dx
 

解   − 22 ax

dx
= dx

axax

axax

aaxax

dx
 +−

−−+
=

+− ))((

)()(

2

1

))((
 

dx
axaxa  +

−
−

= )
11

(
2

1
 










+

+
−

−

−
=   ax

axd

ax

axd

a

)()(

2

1
 

  caxax
a

++−−= lnln
2

1
 

c
ax

ax

a
+

+

−
= ln

2

1
 

二、第二类换元法 

有些积分一开始就要作变量代换将积分化简。 

例如，求 
+ x

dx

1
，由于积分号下出现了根号，给问题带来了麻烦。我们只要引入新

变量，消去根号就能使积分简化。 

令
2tx = 则 tdtdtdx 22 == ，于是 


+ x

dx

1
cxxcttdt

tt

tdt
++−=++−=

+
−=

+
=  )1ln(221ln22)

1

2
2(

1

2
 

一般说来，当  dxxf )( 不易求出，引入新的变量 t 使 )(tx = ，（ )(t 单调可微，且

0)(  t ），把原积分化为容易计算的形式，即 
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 dxxf )( )(tx =     ctFdtttftdtf +==  )()()()()(   

      )(1 xt −=    cxF +− )(1  

这种积分法叫第二类换元积分法。 

例 10 求 
+ )1( 3 xx

dx
 

解  令
6tx = （ 0t ），则 dttdx 56= ， 

       
+ )1( 3 xx

dx
dt

t

t

tt

dtt
 +

=
+

=
2

2

23

5

1
6

)1(
6  +

−= dt
t

)
1

1
1(6

2
 

)arctan(6 ctt +−=  

                )arctan(6 66 cxx +−= . 

    例 11 求 dxx − 21  

    解  令 ,sin ux =  
22


− u . 

于是 dxx − 21 = uud sincos uduu coscos = duu=
2cos  

           += duu)2cos1(
2

1
 

cuu ++= )2sin
2

1
(

2

1
                       （1） 

由 ,sin ux = ,arcsin xu = 得 

  
22 1sin1cos xuu −=−=  

  
21cossin2sin

2

1
xxuuu −==  

      代入（1）得 cxxxdxx +−+=−
22 1

2

1
arcsin

2

1
1  

 

                      图 4-3                      图 4-4 
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为了把 ucos 换成 x 的函数，还可以利用图 4-3 中的直角三角形，由这直角三角形可以

很方便地得到
21cos xu −= 。 

例 12 求 
+ 22 xa

dx
               

解 令 uax tan= ，则 uduadx 2sec= （见图 4-4） 

.sec22 uaxa =+                       


+ 22 xa

dx
= du

ua

ua
 sec

sec2

= udusec                  

= u

du

cos
1tansecln cuu ++=      

        1

22

ln c
a

x

a

xa
++

+
= cxxa +++= 22ln  

例 10与例 11所用代换归纳如下： 

,22 xa − 则令 uax sin= )cos( uax =或  

如被积函数中含有根式     )cot(tan,22 uaxuaxax ==+ 或则令  

                             )csc(sec,22 uaxuaxax ==− 或则令  

以后常用到前面例题中提到的若干积分，现将它补充到基本积分公式中去，以便查用。 

.coslntan)14( cxxdx +−=  

 += .sinlncot)15( cxxdx  

  ++== .tansecln
cos

sec)16( cxx
x

dx
xdx  

.cotcsclncsc)17( cxxxdx +−=  

 + 22
)18(

xa

dx
c

a

x

a
+= arctan

1
, ).0( a  

c
ax

ax

aax

dx
+

+

−
=

− ln
2

1
)19(

22
, .ax   

.ln)20( 22

22
caxx

ax

dx
++=


  

.arcsin)21(
22

c
a

x

xa

dx
+=

−
  
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习题  4-3 

应用换元积分法求下列不定积分： 

dxx + )43cos()1(                  dxe x


2)2(  

 +12
)3(

x

dx
                       dxx

n

 + )1()4(  

 xdxx 3sin2sin)5(                 + x

dx

cos1
)6(  

 xx

dx

ln
)7(                         x

dx

sin
)8(  


+ 3

)9(
xx

dx
                    

+ x

dx

1
)10(      


− 22

)11(
ax

dx
 )0( a             + 222 )(

)12(
ax

dx
 )0( a  

§4-4  分部积分法 

前面我们在符合函数微分法的基础上，得到了换元积分法。现在利用两个函数乘积的微

分法，来推导另一种求积分的基本方法——分部积分法。 

设函数 )(),( xgxf 都有连续的导函数，则由导数的积法则，有 

     )()()()(])()([ xgxfxgxfxgxf +=  

从而有微分式 

            dxxgxfxgxfxgxfd )()()()()()( +=  

即         )()()()()()( xdgxfxdfxgxgxfd +=  

对上式两边进行不定积分得  

          += )()()()()()( xdgxfxdfxgxgxf  

即        −= )()()()()()( xdfxgxgxfxdgxf  

上式即为分部积分公式。使用分部积分公式可将形如  )()( xdgxf 的积分转化为

 ),()( xdfxg 即把 )(xf 和 )(xg 的位置进行了对调，通过对调后一些积分变得易求了。 

下面通过例题说明如何运用这个重要公式。 

例 1 求  xdxxcos  

解  计算该积分难点在于如何去掉该积分中的 x .若将 xcos “缩进”微分号中（凑微分），

利用分部积分公式，转化后的新积分中对 x 进行一次微分，从而被积函数中消去了因子 x ，

不定积分很快被求出，具体过程如下： 
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 xdxxcos = xxd sin −= xdxxx sinsin cxxx ++= cossin  

此题若将 x “缩进”微分号中则 

 xdxxcos = 2
cos

2x
xd xd

x
x

x
cos

2
cos

2

22

−= xdx
x

x
x

sin
2

cos
2

22

+=  

上式右端积分便不容易求出。 

由此可见，如果将“缩进”微分号中部分选取不当，就求不出结果，所以应用分部积分，

恰当选取此部分很重要，应怎样选取“缩进”部分呢？一般说来需考虑下面两点： 

（1）未“缩进”微分号中的部分求导后比“缩进”微分号中的部分求导后相对简单一

些； 

（2）  )()( xdfxg 要比  )()( xdgxf 容易积出来。 

例 2 求 dxxe x

  

解  1)( =x ，
xx ee =)(  所以 )( x 比 )( xe 相对简单些 

所以    dxxe x

 =
xxde −= dxexe xx cexe xx +−= cex x +−= )1(  

例 3 求 dxex x


2

 

解  因为 xx 2)( 2 = ，
xx ee =)( ，所以将

xe “缩进”微分号中 

    dxex x


2 xdex=

2 xex 2= 2dxe x

−
xex 2= − dxxe x2  

再作一次分部积分 

    dxex x


2 xex 2= xxe2− dxe x

+ 2 xex 2= xxe2− xe2+ c+  

          cexx x ++−= )22( 2
 

例 4 求  xdxxarctan  

解   xdxxarctan
2

1
=  )(arctan 2xxd  

              
2

1
= xx arctan2 )(arctan

2

1 2 xdx−  

              
2

1
= xx arctan2 dx

x

x
 +

−
2

2

12

1
 

              
2

1
= xx arctan2 dx

x +
−− )

1

1
1(

2

1
2

 

              
2

1
= xx arctan2 cxx +−− )arctan(

2

1
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2

1
= cxxx +−+

2

1
arctan)1( 2  

例 5 求  xdxx ln  

解   xdxx ln = )
2

(ln
2x

xd = )(ln
2

1 2xxd x
x

ln
2

2

= xdx ln
2

1 2

−  

          x
x

ln
2

2

= dx
x

x
1

2

1 2 −  x
x

ln
2

2

= cx +− 2

4

1
 

例 6 求  xdxarccos  

解   xdxarccos xxarccos= − xxd arccos  

             xxarccos= dx
x

x


−
+

21
 

             xxarccos= cx +−− 21  

总结以上三个例题，如被积函数是幂函数和对数函数或反三角函数的乘积,就可以考虑

用分部积分法，并选对数函数或反三角函数放在微分号外，将剩余部分“缩进”微分号中。 

下面两例使用方法也比较典型。 

例 7 求 xdxe x sin  

解  xdxe x sin =
xxdesin xe x sin= xdxe x cos− xe x sin= −

xxdecos  

            xe x sin= )sincos( +− xdxexe xx
 

−−= xdxexxe xx sin)cos(sin  

右端积分与原积分相同，把它移到左端与原积分合并，再两边同除以 2，便得 

       xdxe x sin cxxe x +−= )cos(sin
2

1
 

例 8  xdx3sec  

解   xdx3sec  dxxx=
2secsec = xxd tansec  

−= xdxxxxx tansectantansec  

 −−= dxxxxx )1(secsectansec 2
 

=  +− xdxxdxxx secsectansec 3
 

−++= xdxxxxx 3sec)tanln(sectansec  
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移项两边同除以 2得 

 xdx3sec cxxxx +++= )tanln(sec
2

1
tansec

2

1
 

积分过程中，往往要兼用换元法与分部积分法。下面举两个两种方法都用的例子。 

例 9  xdxx 3cos  

解   xdxx 3cos = xxdx sincos2 xdxx sin)sin1( 2

 −=  

 −= )sin
3

1
(sin 3 xxxd  

dxxxxxx  −−−= )sin
3

1
(sin)sin

3

1
(sin 33

 

xdxxxx cos)]cos1(
3

1
1[)sin

3

1
(sin 23

 −−+−=  

cxxxxx +++−= 33 cos
9

1
cos

3

2
)sin

3

1
(sin  

例 10 求 dxe x

  

解  我们首先想到去掉根号，为此，令 tx = ，
2tx = 有 

    dxe x

 tdte t 2=  dtte t

= 2  

这时，需要用分部积分法，利用例 2的结果，并用 xt = 代回便得 

dxe x

 cexcetdtte xtt +−=+−==  )1(2)1(22  

习题  4-4 

求下列不定积分： 

⑴  xdxx sin                    ⑵  xdxln  

⑶  xdxarcsin                   ⑷ 
− dxxe x

 

⑸  − dxxx )1ln(                 ⑹  dx
x

x
2

cos  

⑺ xdxx arctan2

                 ⑻  xdxx cos2
 

⑼  dxx 2)(ln                    ⑽ xdxx 2sin)1( 2

 −  

⑾ 
− xdxe x cos                   ⑿  xdxx 2cos  

§4-5 有理函数的积分 

有理函数又称有理分式，是指由两个多项式的商所表示的函数，即具有下列形式的函数
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65

3
2 +−

+

xx

x
，此类函数的积分可先将被积函数分解为一个多项式及一些部分分式之和以后

再积分。 

例如真分式
)3)(2(

3

65

3
2 −−

+
=

+−

+

xx

x

xx

x
可分解成

32)3)(2(

3

−
+

−
=

−−

+

x

B

x

A

xx

x
, 

其中 BA, 为待定系数，可以用如下方法求出待定系数。 

第一种方法，两端去分母，得 

    )2()3()3( −+−=+ xBxAx                                  ⑴ 

或  )23()(3 BAxBAx +−+=+  

根据同次幂系数必须相等，于是有               

            




=+−

=+

3)23(

1

BA

BA
 

从而解得   6,5 =−= BA  

第二种方法，在恒等式⑴中，代入特殊的 x 值，从而求出待定系数，在⑴式中， 

令 2=x ，得 5−=A  

令 3=x ，得 6=B  

由于⑴式中的待定系数有且仅有一组解，因此这种方法所求得的数值必合要求，于是同样得

到 

    
3

6

2

5

)3)(2(

3

−
+

−

−
=

−−

+

xxxx

x
 

又如真分式
2)1(

1

−xx
可分解成 

    
22 )1(1)1(

1

−
+

−
+=

− x

C

x

B

x

A

xx
 

再求待定系数 CBA ,, .去分母得 

    cxxBxxA +−+−= )1()1(1 2
                                ⑵ 

令 0=x ，得 1=A ；令 1=x ，得 1=C ，比较⑵式两端
2x 项的系数，有 BA+=0 ，由 1=A

得 1−=B ，于是 

    
22 )1(

1

1

11

)1(

1

−
+

−
−=

− xxxxx
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再如，真分式
)1)(21(

1
2xx ++

可分解成 

    
22 121)1)(21(

1

x

cBx

x

A

xx +

+
+

+
=

++
 

两端去分母，合并同类项，有 

    )21()()1(1 2 xcBxxA ++++=  

     )()2()2( 2 CAxCBxBA +++++=  

比较两端同次幂的系数，有  

          









=+

=+

=+

1

02

02

CA

CB

BA

   

解得 
5

4
=A ,

5

1
,

5

2
=−= CB  

于是 )
1

21

21

4
(

5

1

)1)(21(

1
22 x

x

xxx +

−
+

+
=

++
 

以上介绍的方法称为把真分式分解为部分分式的待定系数法。当我们把一个有理函数分

解为一个多项式及一些部分分式之和以后，各部分分式的积分即可求出，且结果都是初等函

数。此外，由代数学知道，从理论上说，实系数多项式 )(xQ 在实数范围内总可以分解成一

次因式和二次质因式的乘积，从而有理函数
)(

)(

xQ

xP
总可以分解成多项式与部分分式之和，因

此有理函数的原函数都是初等函数。 

例 1 求 dx
x

xx
 +

++

1

1
2

3

 

解  因为
1

1

1

1
32

3

+
+=

+

++

x
x

x

xx
 

所以   dx
x

xx
 +

++

1

1
2

3

dx
x

x +
+= )

1

1
(

2
dx

x
xdx  +

+=
1

1
2

cxx ++= arctan
2

1 2
 

例 2 求  +− 232 xx

dx
 

解  因为
21)2)(1(

1

23

1
2 −

+
−

=
−−

=
+− x

B

x

A

xxxx
 

用待定系数法 令 1=x ，得 1−=A ；令 2=x ，得 1=B ,则 
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  +− 232 xx

dx
c

x

x
cxxdx

xx
+

−

−
=+−−−=

−
−

−
=  1

2
ln1ln2ln)

1

1

2

1
(  

例 3 求  − 2)1(xx

dx
  

解  因为 

    
22 )1(1)1(

1

−
+

−
+=

− x

C

x

B

x

A

xx
 

用待定系数法得 1,1,1 =−== CBA  

所以     − 2)1(xx

dx
dx

xxx −
+

−
−= ]

)1(

1

1

11
[

2
c

x
xx +

−
−−−=

1

1
1lnln  

                c
xx

x
+

−
−

−
=

1

1

1
ln  

例 4 求  + 83x

dx
 

解 )42)(2(8 23 +−+=+ xxxx  

   
42

4

28

1
23 +−

+
+

+
=

+ xx

Bx

x

A

x
 

   ))(2()42(1 2 cBxxxxA ++++−=  

   令 ;
12

1
,2 =−= Ax  

 比较两边同次数幂的系数，有   0=+ BA ，得
12

1
−=B  

   124 =+ CA ，得
3

1
=C  

   
)42(12

4

)2(12

1

8

1
23 +−

−
−

+
=

+ xx

x

xx
 

  + 83x

dx
dx

xx

x

x

dx
 +−

−
−

+
=

42

4

12

1

212

1
2

 

         2ln
12

1
+= x  +−

+
+−

+−
−

424

1

42

)42(

24

1
22

2

xx

dx

xx

xxd
 

         2ln
12

1
+= x 42ln

24

1 2 +−− xx 
+−

−
+

22 )3()1(

)1(

4

1

x

xd
 

         2ln
12

1
+= x 42ln

24

1 2 +−− xx c
x

+
−

+
3

1
arctan

34

1
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例 5 求 dx
xx

x
 +−

+
22 )1)(1(

22
 

解 取
22222 )1(11)1)(1(

22

+

+
+

+

+
+

−
=

+−

+

x

EDx

x

CBx

x

A

xx

x
 

两端去分母得 )1)(()1)(1)(()1(22 222 −+++−+++=+ xEDxxxCBxxAx  

令 1=x ，得 1=A ，代入上式比较同次数幂的系数，得   

          














=−−

=−−+

=−++

=−

=+

01

0

02

0

01

CE

BDCE

CBD

BC

B

 

解得 0,2,1,1 =−=−=−= EDCB  

dx
xx

x
 +−

+
22 )1)(1(

22
dx

x

x
dx

x

x

x

dx
 +

−
+

+
−

−
=

222 )1(

2

1

1

1
 

             1ln −= x  +

+
−

+
−

+

+
−

22

2

22

2

)1(

)1(

11

)1(

2

1

x

xd

x

dx

x

xd
 

              1ln −= x c
x

xx +
+

+−+−
1

1
arctan1ln

2

1
2

2
 

习题 4-5 

求下列不定积分: 

 ⑴ ;
4 2 − x

dx
                       ⑵ ;

12 2 −x

dx
 

⑶ ;
)2)(1( −+ xx

dx
                  ⑷ ;

)1( 2 +xx

dx
 

⑸ ;
)5)(2(

32
dx

xx

x
 +−

+
                ⑹  +++ )3)(2)(1( xxx

xdx
; 

⑺ ;
)1()1(

1
2

2

dx
xx

x
 −+

+
  ⑻ ;

14 −x

dx
 

⑼ ;
14 +x

dx
                         ⑽ ;

))(1( 22 ++ xxx

dx
 

⑾ ;
)1)(1( 22 +++ xxx

dx
             ⑿ .

224 −− xx

dx
 


