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第三章 导数的应用 

上一章我们研究了导数的概念和求导数的方法。本章先介绍求不定式极限的一个重要方

法—罗必达法则，然后利用导数研究函数的单调性和极值。 

§3-1 罗必达法则 

在求两个无穷小量的比及两个无穷大量的比的极限时，由于不能使用商的极限的运算法

则，因此在处理这类极限问题时常常感到比较困难，能否得到一种有效的方法来解决这类问

题，罗必达法则就是解决这类问题的一种简单有效的方法。 

习惯上，如果 )(xf 与 )(xg 当 0xx → ( →x )时，同时趋于零或无穷大，就把比
)(

)(

xg

xf

叫做当 0xx → ( →x )时的
0

0
型或




型未定式。 

下面给出求这类极限的方法。 

一、
0

0
型末定式 

定理 1   如果函数 )(xf 和 )(xg 满足下列条件 

（1） 0)(lim,0)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

 

（2）在点 0x 的某一邻域内（点 0x 可除外） )(xf  及 )(xg  都存在，且 0)(  xg  

（3）
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
存在（或为无穷大） 

则      =
→ )(

)(
lim

0 xg

xf

xx )(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
 

上述定理对 →x 时也成立 

此定理称为罗必达法则 

如果
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
仍属

0

0
型，而 )(xf  及 )(xg  满足相应的条件时，则可再次使用罗必达

法则，即    =
→ )(

)(
lim

0 xg

xf

xx
=




=





→→ )(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx
 

且可以此类推，直到导数极限之比不再是
0

0
型的未定式为止。 

例 1  求
20

)1ln(
lim

x

x

x

+

→
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解  
20

)1ln(
lim

x

x

x

+

→

0

0

=
x

x
x 2

1

1

lim
0

+
→

=
)1(2

1
lim

0 xxx +→
=  

例 2  求
x

x

x cos21

)
3

sin(

lim

3
−

−

→




 

解  
x

x

x cos21

)
3

sin(

lim

3
−

−

→





0

0

=
x

x

x sin2

)
3

cos(

lim

3





−

→

=
3

1
 

例 3  求
1

23
lim

23

3

1 +−−

+−

→ xxx

xx

x
 

解   
1

23
lim

23

3

1 +−−

+−

→ xxx

xx

x

0

0

=
123

33
lim

2

2

1 −−

−

→ xx

x

x

0

0

=
26

6
lim

1 −→ x

x

x
=

2

3
 

二、



型未定式 

定理 2   如果 )(xf 和 )(xg 满足下列条件 

（1）当 0xx → 时，函数 )(xf 和 )(xg 都是无穷大量，即 

==
→→

)(lim,)(lim
00

xgxf
xxxx

 

（2）在点 0x 的某一邻域内（点 0x 可除外） )(xf  及 )(xg  都存在，且 0)(  xg  

（3）
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
存在（或为无穷大） 

则       =
→ )(

)(
lim

0 xg

xf

xx )(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
 

上述定理对 →x 时也成立 

此定理也称为罗必达法则 

例 4  求
3

ln
lim

x

x

x +→
 

解   
3

ln
lim

x

x

x +→





=
23

1

lim
x

x
x +→

=
33

1
lim

xx +→
=0 

例 5  求
x

x

x ln

cotln
lim

0+→
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解   

x

x

x ln

cotln
lim

0+→





=

x

x
x

x 1

)csc(
cot

1

lim

2

0

−

+→





=
xx

x

x cossin
lim

0

−

+→
=

xx cos

1
lim

0+→
−

x

x

x sin
lim

0+→
= 1−  

此定理也可重复使用 

例 6  求
x

n

x e

x

+→
lim  

解   
x

n

x e

x

+→
lim





=
x

n

x e

nx 1

lim
−

+→





=
x

n

x e

xnn 2)1(
lim

−

+→

− 



=   =
xx e

n!
lim

+→
=0 

三、其它类型未定式的极限 

除上面讨论的
0

0
及




型的未定式外，还有

00 ,1,0,,0 − 
型的未定式，

这些类型的未定式，可通过适当变形，先化为
0

0
型或




型未定式，再用罗必达法则计算。 

例 7  求 )arctan
2

(lim xx
x

−
+→


 

解    )arctan
2

(lim xx
x

−
+→

 

=
0

x

x

x 1

arctan
2lim

−

+→


0

0

=

2

2

1
1

1

lim

x

x
x

−

+
−

+→
=

2

2

1
lim

x

x

x ++→
=1 

例 8  求 )
ln

1

1

1
(lim

1 xxx
−

−→
 

解        )
ln

1

1

1
(lim

1 xxx
−

−→



=
xx

xx

x ln)1(

)1(ln
lim

1 −

−−

→
 

0

0

=

x
xx

x
x 1

)1(ln

1
1

lim
1

−+

−

→
=

1ln

1
lim

1 −+

−

→ xxx

x

x

0

0

=
2ln

1
lim

1 +→ xx
=

2

1
−  

例 9  求
x

x
x sin

0
lim

+→
 

解    y
x

lnlim
0+→

= xx
x

lnsinlim
0+→



=
0

x

x

x csc

ln
lim

0+→
 





=
xx

x
x cotcsc

1

lim
0 −+→

=
x

xx

x

tansin
lim

0+→
− = 0tan

sin
lim

0
=−

+→
x

x

x

x
 

x

x
x sin

0
lim

+→
= 1lim 0

0
==

+→
ey

x
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习题 3-1 

1、 用罗必达法则求下列函数的极限： 

（1）
30

sin
lim

x

xx

x

−

→
                    （2）

xx

xxx

x sin

cos
lim

0 −

−

→
   

（3）
x

x

x 3tan

tan
lim

2


→

                      （4）
xx e

x 1
lim

−

+→
 

（5） xx
x

lnlim 2

0+→
                      （6） )tan(seclim

2

xx
x

−
→


   

（7）
x

x
x

+→0
lim                           （8） x

x
x ln

1

0
)(cotlim

+→
 

2、 验证
x

x
x

x sin

1
sin

lim

2

0→
存在，但不能用罗必达法则得出。 

3、 验证
x

xx

x

sin
lim

0

−

→
存在，但不能用罗必达法则得出 

§3-2 函数的单调性 

在高中我们已经介绍过函数单调性的概念，现在利用导数来研究函数的单调性。 

y

y=f(x)

bao
x x

y

o a b

y=f(x)

 

图 3-1                         图 3-2 

由图 3-1 可看出，如果函数 )(xfy = 在区间  ba , 上单调增加，那么它的图像是一条

沿 x 轴正向上升的曲线，这时曲线上各点切线的倾斜角都是锐角，因此它们的斜率

0)(  xf 。同样，由图 3-2 可看出，如果函数 )(xfy = 在  ba , 上单调减少，那么它的图

像是一条沿 x 轴正向下降的曲线，这时曲线的各点切线的倾斜角都是钝角，它们的斜率

0)(  xf 。 

从上面的直观分析可看出，利用导数的符号可以判断函数的单调性。因此有下面的定

理 

定理   设函数 )(xfy = 在闭区间  ba , 上连续，在开区间 ),( ba 内可导 
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（1） 若在 ),( ba 内， 0)(  xf ，那么函数 )(xfy = 在 ba , 上单调增加， 

（2） 若在 ),( ba 内， 0)(  xf ，那么函数 )(xfy = 在 ba , 上单调减少。 

证明从略 

例 1  判断函数 1)( −−= xexf x
的单调性 

解   函数的定义域为 ),( +−      1)( −= xexf  

当 0x 时， 1xe 因而 )(,0)( xfxf  在 ),0( + 内单调增加 

当 0x 时， 10  xe 因而 )(,0)( xfxf  在 )0,( +− 内单调减少 

当 0=x 时， 1=xe 因而 0)( = xf  

例 2  求函数 1)( −−= xexf x
的单调区间 

解   函数的定义域为 ),( +− ，求导数得 

)2)(1(612186)( 2 −−=+−= xxxxxf  

令 0)( = xf ，得  2,1 21 == xx  

这两个根把 ),( +− 分为三个区间： ),2(,)2,1(,)1,( +− 各区间的导数符号和

函数的单调性如下表： 

x  )1,(−  1 )2,1(  2 ),2( +  

)(xf   + 0 – 0 + 

)(xf  ↗  ↘  ↗ 

 

表中“↗”表示单调增加，表中“↘”表示单调减少。 

需要注意的是，使导数不存在的点也可能是 

函数单调区间的分界点。如函数
2xy = 在点

0=x 处连续，它的导数
2x

x
y = 在点 0=x 处

不存在，但在 )0,(− 区间内， )(,0 xfy  单

调减少，在区间 ),0( + 内， )(,0 xfy  单

调增加。因此是 0=x 函数
2xy = 单调区间的

分界点。（图 3-3） 

y=-x y=x

x

y

o

图 3-3 
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习题 3-2 

求下列函数的单调区间： 

1、 xxxxf 249)( 23 +−=  

2、
3)1)(1()( +−= xxxf  

3、
xexxf −= 2)(  

4、 xxxf ln2)( 2 −=  

 

§3-3 函数的极值 

一、函数的极值 

1、极值的定义 

y=f(x)

x5x4x3x2x1

x

y

o
a

b

 

图 3-4 

观察图 3-4 中的曲线可知，函数 )(xfy = 在点 41 , xx 处的函数值比它近旁的函数值大，

在点 52 , xx 处的函数值比它近旁的函数值小。 

一般地，设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内有定义，若对该邻域内非 0x 的 x ，总有

)()( 0xfxf  （或 )()( 0xfxf  ）成立，则称 )( 0xf 为函数 )(xfy = 的极大值（或极小

值），称点 0x 为函数 )(xfy = 的极大值点（或极小值点），简称极大点（极小点）。 

极大值和极小值统称极值，极大值点和极小值点统称极值点。 

图 3-4 中， )(,)( 41 xfxf 为函数 )(xfy = 的极大值， 41 , xx 为函数 )(xfy = 的极大

点； )(,)( 52 xfxf 为函数 )(xfy = 的极小值， 52 , xx 为函数 )(xfy = 的极小点。 

由极值定义可看出，函数的极值只是局部性的概念，它只能在区间的内部取得，而且
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数的最值它是就整体而言，函数值最大或最小，它可在区间内部取得，也可在区间的端点处

取得。 

2、函数极值的判定和求法 

由图 3-4 可知，极值点的一阶导数 0)( 0 = xf ，因此有下面定理 

定理（极值存在的必要条件） 

设函数 )(xfy = 在点 0x 可导，且在点 0x 处取得极值，则函数 )(xf 在点 0x 的导数

0)( 0 = xf  

使导数为零的点（即方程 0)( = xf 的实根）叫做驻点。 

上述定理告诉我们，极值点一定是驻点，但驻点不一定是极值点，那么，如何判断哪些

点是极值点呢？ 

由图 3-4 进一步可看出，极值点左右两侧的导数符号互异，因此又有下述定理。 

定理（极值存在的充分条件） 

设函数在 )(xfy = 在点 0x 处连续，且在 0x 的某去心邻域内可导， 

如果在 0x 附近的左侧 0)(  xf ，右侧 0)(  xf ，那么 )( 0xf 是函数的极大值。 

如果在 0x 附近的左侧 0)(  xf ，右侧 0)(  xf ，那么 )( 0xf 是函数的极大值。 

综上，可以得出求可导函数的极值的步骤如下： 

（1）确定函数的定义域，求 )(xf  ； 

（2）求出 )(xf 的全部驻点及不可导点； 

（3）考察 )(xf  符号在每个驻点或不可导点的左、右近旁的符号，从而确定是否为极

值点； 

（4）求出各极值点的函数值。 

例 1  求函数 44
3

1
)( 3 +−= xxxf 的极值 

解   函数的定义域为 ),( +−  

令 0)( = xf ，得驻点 2,2 21 =−= xx  

用驻点 2,2 21 =−= xx 分割定义域，列表判断如下： 

x (-∞,-2) -2 (-2,2) 2 (2,+∞) 

y’ + 0 - 0 + 

y ↗ 极大值 28/3 ↘ 极小值 -4/3 ↗ 
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二、函数的最大值与最小值 

由闭区间上连续函数的最大值与最小值性质可知，在闭区间上连续的函数一定存在有最

大值与最小值，此时，如果函数取得最值的点在 ],[ ba 内部，那么这个最值一定是函数的

极值，所以求 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上的最大值或最小值方法是：求出所有驻点的函数值，

并把它与端点的函数值比较，其中最大的便是函数的最大值，最小的便是函数的最小值。 

在实际问题中，如果函数 )(xf 在某区间内只有一个驻点 0x ，而且从实际问题本身又可

以知道 )(xf 在该区间必定有最大值或最小值，那么 )( 0xf 就是要求的最大值或最小值。 

例 2  求函数 28)( 24 +−= xxxf 在  3,1− 上的最大值与最小值 

解  （1） )2)(2(4)4(4164)( 23 −+=−=−= xxxxxxxxf  

令 0)( = xf ，得驻点 2,0,2 321 ==−= xxx  ，它们的函数值为 

14)2(,2)0(,14)2( −==−=− fff  

（2）区间端点处的函数值为    5)1( −=−f 11)3( =f  

（3）比较以上各函数值，可知在  3,1− 上，函数的最大值为 11)3( =f ， 

最小值为 14)2()2( −==− ff  

例 3  用三块等宽的长方形木板，做成一个断面为梯形的水槽（图 3-5），问倾斜角 为

多大时，水槽的截面积最大？ 

解   设木板的宽为a ，水槽的高为h ，截面 

积为 S ，则 

 sin)cos22(
2

1
)cos2(

2

1
aaahaaaS +=++=  

即  

)
2

0(sin)cos1(2 
 += aS  

现在求 在区间 )
2

0(


  内取何值时，

函数 S 的值最大。                         

求导数   

  cos)cos1(sin 22 ++−= aS  

  222 coscos)cos1( ++−−= a

h aa

a
 

图 3-5 


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)1)(cos1cos2()1coscos2( 222 +−=−+=  aa  

令 0=S ，得  1cos,
2

1
cos −==   

所以   


 == ,
3

 

由于在区间 )
2

,0(


内函数 S 只有一个驻点
3


 = 。所以当

3


 = 时，水槽的截面积最大，

最大面积为 

22

4

33

3
sin)

3
cos1( aaS =+=


 

习题 3-3 

1、 求下列函数的极值： 

（1） )1ln()( xxxf +−=  

（2）  2,0cossin)( += xxxxf  

（3）
422)( xxxf −=  

2、 求下列函数的最值： 

（1）  2,252)( 24 −+−= xxxxf  

（2） 







−−=

2
,

2
2sin)(


xxxxf  

（3） 34)( 2 −+−= xxxf  


