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第二章 导数与微分 

导数、微分以及它们的应用统称微分学，它是微积分学的两个重要组成部分之一。本章

的主要内容是导数的概念和求法。它们是微积分学中最重要的基本概念和基本运算。 

§2-1   导数的概念 

导数是从大量实际问题中抽象出来的概念，它是反映函数相对于自变量变化的快慢程

度。本节主要把高中学过的导数定义，几何意义作一简略复习。 

一、导数的定义 

定义  设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内有定义。当自变量 x 在点 0x 处有增量 x

时，相应的函数值有增量 )()( 00 xfxxfy −+= ，如果当 0→x 时，
x

y




的极限存在，

即 

                 
x

xfxxf

x

y

xx 

−+
=





→→

)()(
limlim 00

00
            

存在，那么称此极限值为 )(xf 在 0x 处的导数。记作 )( 0xf   

也可记作   
000

)(,, xxxxxx xf
dx

d

dx

dy
y ===
  

函数 )(xf 在点 0x 处导数存在，简称 )(xf 在点 0x 处可导。 

如果函数 )(xf 在区间 ),( ba 内的每一点都可导，即对于区间 ),( ba 内的每一个值 x ，

极限    
x

xfxxf

x

y

xx 

−+
=





→→

)()(
limlim

00
 

都存在，则称函数 )(xf 在区间 ),( ba 内可导，这时，对于区间 ),( ba 内的每一个 x 的值，

都对应着一个导数值，这就构成了一个新的函数， 这个函数叫做原来函数 )(xfy = 的导函

数。记作  )(,,)(, xf
dx

d

dx

dy
xfy   

即   
x

xfxxf

x

y
xf

xx 

−+
=




=

→→

)()(
limlim)(

00
 

显然 )(xfy = 在点 0x 处的导数 )( 0xf  就是导函数 )(xf  在 0xx = 的函数值，即 

0
)()( 0 xxxfxf =

=  

以后为了方便起见，把导函数简称导数。 

关于导数的定义，有以下说明 
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1、 函数的改变量与自变量的改变量之比
x

xfxxf

x

y



−+
=



 )()( 00 ，反映的是自变量 x 从

0x 改 变 到 xx +0 时 ， 函 数 )(xf 的 平 均 变 化 率 ； 而 导 数

x

xfxxf

x

y
xf

xx 

−+
=




=

→→

)()(
limlim)(

00
0 则是函数在点 0x 的变化率，反映了函数随自变

量的变化而变化的快慢程度。 

2、 如果极限
x

xfxxf

x

y

xx 

−+
=





→→

)()(
limlim

00
不存在，就说函数 )(xf 在 0x 处不可导（或

导数不存在）；如果 =


−+
=





→→ x

xfxxf

x

y

xx

)()(
limlim

00
为了方便起见，也说函数 )(xf 在

点 0x 处的导数为无穷大。 

函数 )(xf 在点 0x 处的导数的几何意义是：曲线 )(xfy = 在点 0x 处的切线的斜率。 

二、求导举例 

由导数的定义可知，求函数 )(xfy = 的导数可分为以下三个步骤： 

（1）求增量   )()( xfxxfy −+=  

（2）算比值   
x

xfxxf

x

y



−+
=



 )()(
 

（3）取极限   
x

y
y

x 


=

→ 0
lim  

例 1 求函数
2xy = 的导数 )1(,)( fxf   

解 （1）求增量   
222 )(2)()()( xxxxxxxfxxfy +=−+=−+=  

（2）算比值   xx
x

xxx

x

xfxxf

x

y
+=



+
=



−+
=




2

)(2)()( 2

 

（3）取极限   xxx
x

y
y

xx
2)2(limlim

00
=+=




=

→→
 

即         xx 2)( 2 =  

           22)1( 1 ==
=xxf  

例 2  求函数 xy sin= 的导数 

解  （1）求增量   )()( xfxxfy −+=  
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                     =
2

sin)
2

cos(2sin)sin(
xx

xxxx


+=−+  

（2）算比值   )
2

cos(

2

2
sin

2
sin)

2
cos(2

x
x

x

x

x

xx
x

x

y 
+





=



+

=



 

（3）取极限   )
2

cos(

2

2
sin

limlim
00

x
x

x

x

x

y
y

xx


+





=



=

→→
 

                = x
x

x
x

x

xox
cos)

2
cos(lim

2

2
sin

lim
0

=


+




→→
 

即         xx cos)(sin =  

类似地可得到      xx sin)(cos −=  

例 3  求函数 xy alog= （ 1,0  aa ）的导数 

解   )1(loglog)(log
x

x
xxxy aaa


+=−+=  

     x

x

aaa
x

x

xx

x

x

x

xx

x

xx

y



+=


+


=


+


=




)1(log

1
)1(log

1
)1(log

1
 

     x

x

a
x

x

x

a
x x

x

xx

x

x
y 

→



→


+=


+= )1(loglim

1
)1(log

1
lim

00
 

       =
ax

e
xx

x

x
a

x

x

x
a

ln

1
log

1
])1(lim[log

1

0
==


+ 

→
 

即          
ax

xa
ln

1
)(log =  

当 ea = 时，有        
x

x
1

)(ln =  

例 4 曲线
2xy = 在点 ( )4,2 处的切线斜率，并写出切线方程和法线方程。 

解   由例 1 知    =y xx 2)( 2 =  

根据导数的几何意义,所求切线的斜率为 

        42 221 === == xx xyk  

从而所求切线方程为    )2(44 −=− xy  
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即      044 =−− yx  

因为法线的斜率    
4

11

1

2 −=−=
k

k  

所以法线方程为     )2(
4

1
4 −−=− xy  

即      0184 =−+ yx  

三、可导与连续的关系 

设函数 )(xfy = 在点 0x 处可导，即极限    
x

y
xf

x 


=

→ 0
lim)(  

存在，则根据具有极限的函数与无穷小的关系知道， 

        +=



)(xf

x

y
    （ 为当 0→x 时的无穷小） 

两端同乘以 x ，得  xxxfy += )(  

由此可见，当 0→x 时， 0→y ，这就是说，函数 )(xfy = 在点 0x 是连续的，因

此，我们有下面的结论：如果函数 )(xfy = 在点 0x 处可导，则函数 )(xfy = 在该点处一

定连续。 

但是，上述结论如果倒过来叙述，就不一定成立，即函数 )(xfy = 在 0x 处连续，它在

该点处一定可导。 

例如，函数




−


==

0,

0,
2

xx

xx
xy 在点 0=x 处连续，但在该点处不可导。这是因为

在点 0=x 处有  
x

x

x

x

x

y




=



−+
=




22 0)0(

 

左极限     1limlim
00

−=



=




−− →→ x

x

x

y

xx
 

右极限      1limlim
00

=



=




++ →→ x

x

x

y

xx
 

因为左、右极限不相等，故极限
x

y

x 



→ 0
lim 不存在，即函数

2xy = 在点 0=x 处不可导，这

种情况表示曲线
2xy = 在 0=x 处无切线。 

由上面讨论可知，函数连续是函数可导的必要条件。但不是充分条件，所以如果函数在

某点不连续，则函数在该点一定不可导。 
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习题 2-1 

1、 填空： 

假设 )( 0xf  存在，则 

=
−

−

→
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx
                =



−+

→ x

xfxxf

x

)()2(
lim 00

0
          

=
−−

→ h

xfhxf

h

)()2(
lim 00

0
           =

−−+

→ h

hxfhxf

h

)()(
lim 00

0
        

2、物体作直线运动的方程为 tts 53 2 −= ，求： 

（1） 物体在 2 秒到 )2( t+ 秒的平均速度； 

（2） 物体在 2 秒时的速度。 

3、设 baxy += （ ba , 都是常数），根据定义求 y  

4、求双曲线
x

y
1

= 在其横坐标等于 1 处的切线方程和法线方程。 

§2-2 导数的运算法则 

我们可以根据导数的定义，求出一些简单函数的导数，对于较为复杂的函数，要用定义

求出它们的导数是比较困难的。本节我们继续复习高中所学的求导的基本法则和基本公式。 

一、函数的和、差、积，商的求导法则。 

设 )(,)( xvvxuu == ，并且它们都是可导的。 

法则 1 两个可导函数之和（或差）的导数，等于这两个函数的导数的和（或差）即 

                        vuvu = )(  

法则 2 两个可导函数乘积的导数，等于第一个因子的导数乘以第二因子，再加第一个

因子乘以第二因子的导数，即      vuvuuv +=)(  

法则 3 两个可导函数商的导数，等于分母乘以分子的导数减去分子乘分母的导数，再

除以分母的平方，即             
2

)(
v

vuvu

v

u −
=  

证明从略。 

需要说明的是： 

（1）法则 1 和法则 2 可以推广到有限个可导函数的情形，例如 

         wvuwvu −+=−+ )(  

         wvuwvuwvuwvu ++= )(  

（2）法则 2 中，如果其中一个为常数时，如 cv = （ c 为常数） 
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则有     ucuc = )(  

即在求一个常数与可导函数之积的导数时，常数可以提到求导符号的外面 

（3）法则 3 中，如果 cu = （ c 为常数）则有 

         
2

)(
v

vc

v

c 
−=  

特别地，当 1=u 时，有    
2

)
1

(
v

v

v


−=  

例 1  求 5243 2 −+−= xxxy 的导数 

解   0)(2)(4)(3)5()2()4()3( 22 −+−=−+−= xxxxxxy  

       4
1

6
2

1
21423 2

1

−+=+−=
−

x
xxx  

例 2  求 )1(lnsin −= xxxy 的导数 

解   )1(lnsin)1(ln)(sin)1(lnsin)( −+−+−= xxxxxxxxxy  

x
xxxxxxx

1
sin)1(lncos)1(lnsin +−+−=  

= xxxxxxx coslncoslnsin −+  

例 3  求正切函数 xy tan= 的导数 

解   
x

xxxx

x

x
xy

2cos

)(cossincos)(sin
)

cos

sin
()(tan

−
===  

       x
xx

xx 2

22

22

sec
cos

1

cos

cossin
==

+
=  

即   xx 2sec)(tan =  

类似地可得    xx 2csc)(cot −=  

例 4  求正割函数 xy sec= 的导数 

解   xx
x

x

x

x

x
xy tansec

cos

sin

cos

)(cos
)

cos

1
()(sec

22
==


−===  

即     xxx tansec)(sec =  

类似地可得    xxx cotcsc)(csc −=  
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二、反函数的导数 

定理  设函数 )(xfy = 是在区间 ),( ba 内的单调函数，并且在这个区间内有导数

0)(  xf ，则反函数 )(yx = 在对应区间 ),( dc 内也有导数，并且 

)(

1
)(

xf
y


=      或    


=



x

y

y
x

1
 

即反函数的导数等于它的直接函数的导数的倒数。 

例 5  求反正弦函数 )11(arcsin −= xxy 的导数  

解  )11(arcsin −= xxy 是 )
22

(sin


−= yyx 的反函数，且 yx sin=  

在 )
22

(


− y 内单调可导，又   0cos)(sin ==


yyxy  

根据上述定理可知，导数


xy 也存在，并且有 

  
22 1

1

sin1

1

cos

11

xyyx
y

y

x

−
=

−
==


=


 

即         
21

1
)(arcsin

x
x

−
=  

类似地可得到     
21

1
)(arccos

x
x

−
−=  

例 6 求反正切函数 )(arctan +−= xxy 的导数 

解    )(arctan +−= xxy 是 )
22

(tan


−= yyx 的 反 函 数 ， 且

yx tan= 在 )
22

(


− y 内单调可导，又   0sec)(tan 2 ==


yyxy  

根据上述定理可知，导数


xy 也存在，并且有   

222 1

1

tan1

1

sec

11

xyyx
y

y

x
+

=
+

==


=


 

即            
21

1
)(arctan

x
x

+
=  

类似地可得到     
21

1
)cot(

x
xarc

+
−=  

例 7 求指数函数 )1,0( = aaay x
的导数 
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解  
xay = 是 )0(log = yyx a 的反函数，且 yx alog= 在 )0( + y 内单调

可导， 

又   0
ln

1
)(log ==



ay
yx ay  

根据上述定理可知，导数


xy 也存在，并且有   

aaay
x

y x

y

x lnln
1

==


=


 

即            aaa xx ln)( =  

当 ea = 时，有     
xx ee =)(  

三、导数公式 

为了查阅方便，我们将基本初等函数的导数公式汇总如下： 

cc (0)()1( = 为常数）            
1)()2( −=   xx  

x
x

ax
xa

1
)(ln)4(

ln

1
)(log)3( ==  

xxxx eeaaa == )()6(ln)()5(  

xxxx sin)(cos)8(cos)(sin)7( −==  

xxxx 22 csc)(cot)10(sec)(tan)9( −==  

xxxxxx cotcsc)(csc)12(tansec)(sec)11( −==  

22 1

1
)(arccos)14(

1

1
)(arcsin)13(

x
x

x
x

−
−=

−
=  

22 1

1
)cot()16(

1

1
)(arctan)15(

x
xarc

x
x

+
−=

+
=  

习题 2-2 

1、 求下列函数的导数： 

（！）
x

xx
y

124 ++
=               （2）

xxy 1010 +=  

（3） xexy =                    （4） 3arctan2ln ++= xxy  
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（5）
tt

t
S

cossin

sin

+
=              （6）

x

x
y

cos1

cos1

+

−
=  

（7）  sincos +=            （8） )cossin(2 xxy x +=  

（9）
2)21( xy +=                 （10）

x

x
y

+

−
=

2

32
 

2、 求下列函数在给定点的导数： 

（1） )
1

3)(1()(
3

2

x
xxf −+= ，求 )1(f  和 )1(−f  

（2） xxexf x tan2cos)( += ，求 )0(f   

§2-3   复合函数的求导法则 

一、复合函数的求导法则 

设 )]([ xfy = 是由 )(ufy =  及 )(xu = 复合而成的函数，函数 )(xu = 在点 x 处

可导， )(ufy = 在对应点 )(xu = 也可导，现在来求复合函数 )]([ xfy = 对 x 的导数。 

由于函数 )(ufy = 在点u 处可导，因此 

           
du

dy

u

y

u
=





→ 0
lim  

存在，根据极限与无穷小的关系，有 

+=




du

dy

u

y
（其中 是当 0→u 时的无穷小） 

两边同乘以 u ，得   uu
du

dy
y +=   

同边同除以 x ，得   
x

u

x

u

du

dy

x

y




+




=




  

于是    )(limlim
00 x

u

x

u

du

dy

x

y

xx 


+




=





→→
   

根据可导必连续的性质知道，当 0→x 时， 0→u ,从而 

        0limlim
00

==
→→


ux
 

又因为 )(xu = 在点 x 可导，因此  
dx

du

x

u

x
=





→ 0
lim  

所以    
x

u

du

dy

x

y

xx 


=





→→ 00
limlim  

即      
dx

du

du

dy

dx

dy
=  

由此得复合函数的求导法则 

法则   两个可导函数复合而成的函数的导数等于函数对中间变量的导数以中间变量对

自变量的导数，即      
dx

du

du

dy

dx

dy
=  
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上式也可写成   





=


xux uyy   或  )()()( xufxy =  

例 1  求 xy 2sin= 的导数 

解  xy 2sin= 可看作由 xuuy 2,sin == 复合而成，因此 

xu
dx

du

du

dy

dx

dy
2cos22cos ===  

例 2  求
3)32( += xy 的导数 

解  
3)32( += xy 可看作由 32,3 +== xuuy 复合而成，因此 

22 )32(623 +=== xu
dx

du

du

dy

dx

dy
 

例 3  求 xy sinln= 的导数 

解  xy sinln= 可看作由 xuuy sin,ln == 复合而成，因此 

xx
x

x
udx

du

du

dy

dx

dy
cotcos

sin

1
cos

1
====  

复合函数的求导法则可以推广到多个中间变量的情形.。以两个中间变量为例,设 

)(,)(,)( xvvuufy  === ,则复合函数 )]}([{ xfy = 的导数为 

      
dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy
=    或    








=


xvux vuyy  

例 4  求
xey arcsin= 的导数 

解  
xey arcsin= 可看作由 xvvuey u === ,arcsin, 复合而成，因此 

2

arcsin

2 22

1

1

1

xx

e

xv
e

dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy x
u

−
=

−
==  

当复合函数求导比较熟练以后，中间变量可以不必写出，而采用下列例题的方法，即“由

外往里，逐层求导”即可，所谓“由外往里”指的是从式子的最后一次运算程序开始往里复

合；“逐层求导”指的是每次只对一个中间变量进行求导。 

例 5  求 )cos(ln xey = 的导数 

解  )tan()(
)cos(

)sin(
])[cos(

)cos(

1
])cos([ln xxx

x

x
x

x

x eee
e

e
e

e
e

dx

dy
−=

−
===  

例 6  求
21

2
sin

x

x
y

+
= 的导数 

解  
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22

22

2222 )1(

)1(2)1()2(

1

2
cos)

1

2
(

1

2
cos)

1

2
(sin

x

xxxx

x

x

x

x

x

x

x

x
y

+

+−+


+
=

+


+
=

+
=  

   =
222

2

1

2
cos

)1(

)1(2

x

x

x

x

+


+

−
 

例 7  求
xy = （ 为任意常数， 0x ）的导数 

解  
xx eexy lnln ===  

  

   
1lnln 1

)ln()()( − =====   x
x

xxeexy xx
 

二、初等函数的求导 

初等函数是由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和有限次的复合构成的，可用一

个解析式子表示的函数。为了解决初等函数的求导问题，在高中及前面两节中，我们已经推

导了所有基本初等函数的求导数公式，还介绍了函数的和、差、积、商求导法则及复合函数、

反函数的求导法则，这样就解决了初等函数的求导问题。由于这些公式和法则是微积分计算

的基础，因此必须熟练掌握和运用。 

例 9 求 xnxy nsinsin =  （n 为常数）的导数 

解  )(sinsinsin)(sin)sin(sin +== xnxxnxxnxy nnn
 

= xxnnxxnnx nn cossinsinsincos 1 + −
 

= )cossinsin(cossin 1 xnxxnxxn n +−
 

= xnxn n )1sin(sin 1 +−
 

习题 2-3 

求下列函数的导数： 

1、
102 )13( += xy                    2、 )

4
5cos(


+= xy  

3、
3xey =                           4、

xey += 1  

5、 xy tanln=                       6、 )]ln[ln(ln xy =  

7、 )1(cos 22 += xy                   8、
2)(arcsin xy =  

9、 xnxy nsincos =                  10、
xx

xx
y

−++

−−+
=

11

11
ln  
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11、
22 )(lnln xxy +=                 12、

x

x
y

−

+
=

1

1
ln  

13、
1

1

2 −−
=

xx
y                   14、 xey

x

3cos2 =
−

 

15、 )(sec 22 xey =                     16、
x

x
y

2cos1

2sin

−
=  

17、 )ln( 22 axxy ++=              18、 xxy +=  

19、
21arcsin xxxy −+=            20、

21

arctan

x

x
y

+
=  

§2-4  隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 

一、隐函数的导数 

我们知道，函数 y 可以用一个含自变量 x 的关系式 )(xfy = 来表示，如 2+= xy ， 

xeyxxy x 2sin,523 =+−= 等。像这种形式的函数叫显函数。以前我们遇到的函数大

都是显函数。 

但是有时还会遇到用另一种表达形式的函数，就是函数 y 是由一个含 x 和 y 的方程

0),( =yxF 所确定的。如
yxexyyxyx +==−+=+− ,01,03 22
等。这种形式的函数叫

隐函数。 

有些隐函数很容易化为显函数，如由方程 03 =+− yx 解出 y ，就可得到显函数

3+= xy 。而有些则很困难，甚至不可能表示为显函数形式，如方程
yxexy += 就无法把 y

表示成 x 的显函数，因此，我们需要研究直接由隐函数求出导数
dx

dy
的方法，下面通过例子

来说明这种方法。 

例１ 求由方程 122 =+ yx 所确定的隐函数 y 对 x 的导数
dx

dy
 

解 将方程 122 =+ yx 两边同时对 x 求导，并注意 y 到是 x 的函数，
2y 是 x 的复合函

数。 

)1()( 22 =+ xyx  

022 =


+ xyyx  

解出


xy ，得    
y

x
yx −=
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应当注意，


xy 的表达式中允许含有 y ，它是方程 122 =+ yx 所确定的隐函数。 

通过上例我们总结出隐函数的求导方法是： 

把方程 0),( =yxF 的两边同时对 x 求导，遇到 y 看作是 x 的函数，遇到 y 的函数看作

是 x 的复合函数，得到一个含 y的方程，然后解出 y，就是所求隐函数的导数。 

例 2  求由方程 )sin( yxy += 所确定的隐函数 y 对 x 的导数
dx

dy
 

解  方程两边同时对 x 求导，得 

)1)(cos(
dx

dy
yx

dx

dy
++=  

所以        
)cos(1

)cos(

yx

yx

dx

dy

+−

+
=  

例 3  求由方程 032 75 =−−+ xxyy 所确定的隐函数 y 在 0=x 时的导数 0=


xy  

解   方程两边同时对 x 求导，得 

           021125 64 =−−+ xyyy  

25

211
4

6

+

+
=

y

x
y  

当 0=x 时，由原方程得 0=y ，所以   
2

1
0=

=xy    

例 4  求幂指函数 )0( = xxy x
的导数 

解  该函数虽然是显函数的形式，但不能直接用初等函数的求导方法求导。采用两边取

对数，再用隐函数求导法则就很容易求出该函数的导数。 

两边取对数，得      xxy lnln =  

方程两边同时对 x 求导，得   
x

xxy
y

1
ln

1
+=  

)ln1( xyy +=  

即                         )ln1( xxy x +=  

上述求导方法称为对数求导法。 

二、由参数方程所确定的函数的导数 

我们知道，一般情况下参数方程 
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=

=

)(

)(

ty

tx




                                     （1） 

确定了一个 y 是 x 的函数。在实际问题中，有时需要计算由方程（1）所确定的函数 y 对 x 的

导数，但从（1）式中消去参数 t 有时会很困难，因此我们要找一种直接由方程（1）来计算

导数的方法。 

设 )(,)( tt  有导数 )(,)( tt   ，且 0)(  t ，则 

t

y
ty

t

x
tx

t
t

t
t




==






==


→→ 00

lim)(lim)(   

t

x
t

y

x

y








=



 

因为 )(tx = 可导，则必连续，所以当 0→t 时， 0→x 有 

)(

)(

lim

lim

limlim

0

0

00 t

t

t

x
t

y

t

x
t

y

x

y

t

t

xx 






=








=








=




→

→

→→
   

即      
)(

)(

t

t

dx

dy








=          或        

dt

dx
dt

dy

dx

dy
=  

这就是由参数方程所确定的函数 y 对 x 的导数公式。 

例 5  已知椭圆的参数方程




=

=

tby

tax

sin

cos
求椭圆在

4


=t 处的切线方程。 

解  当
4


=t 时，椭圆上相应点M 的坐标为 

bbyaax
2

2

4
sin

2

2

4
cos 00 ====


 

  t
a

b

ta

tb

dt

dx
dt

dy

dx

dy
cot

sin

cos
−=

−
==  

  曲线在点M 处的切线斜率为  
a

b

dx

dy

t
−=

=
4

  

所以，椭圆在点M 处的切线方程为   )
2

2
(

2

2
ax

a

b
by −−=−  

即      02 =−+ abaybx  
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习题 2-4 

1、 求下列方程所确定的隐函数的导数： 

（1） 0=−− xyee yx
             （2） xxy =)cos(  

（3）
yxey += 1                   （4）

x

y
yx arctanln 22 =+  

2、 用对数求导法求下列函数的导数： 

（1）
xxy sin=                     （2）

)4)(2(

)3()1( 2

−+

−+
=

xx

xx
y  

（3）
yx xy =                      （4）

xxy )(ln=  

3、 求下列参数方程所确定的函数的导数： 

（1） a
tay

ttax
(

)cos1(

)sin(





−=

−=
为常数）   （2）





−=

+=

tty

tx

arctan

)1ln( 2

 

（3）




=

=




3

3

sin

cos

y

x
                    （4）





=

= −

t

t

tey

ex
2

 

 

§2-5  高阶导数 

一般地，函数 )(xfy = 的导数 )(xfy = 仍是 x 的函数，有时可以对 x 再求导数。我

们把 )(xfy = 的导数叫做 )(xfy = 的二阶导数，记作 )(, xfy  或  
2

2

dx

yd
 

即  )(,])([)(,)(
2

dx

dy

dx

d

dx

yd
xfxfyy ===  

相应地，把 )(xfy = 的导数 )(xf  叫做函数 )(xfy = 的一阶导数。 

类似地，函数 )(xfy = 的二阶导数的导数叫做 )(xf 的三阶导数，三阶导数的导数叫做

)(xf 四阶导数，…，一般地， )1( −n 阶导数的导数叫做 )(xf 的 n 阶导数。 

三阶以上的导数分别记作：
)()4( ,,, nyyy   

或   )(,,)(,)( )()4( xfxfxf n  

或   
n

n

dx

yd

dx

yd

dx

yd
,,,

4

4

3

3

  

二阶及二阶以上的导数统称为高阶导数。 
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容易看出，求高阶导数只须一次一次地求导数，原则上不需要新的方法。 

例１ 求下列函数的二阶导数： 

（1） xy 2cos=                  （2） tes t cos−=  

解 （1） xxxxxxy 2sincossin2)sin(cos2)(cos2 −=−=−==  

xxxy 2cos222cos)2sin( −=−=−=  

（2） )sin(cossincos ttetetes ttt +−=−−= −−−
 

tettettes ttt sin2)cossin()sin(cos −−− =+−−+=  

例 2  求
xey = 的n 阶导数 

解  
xey =  ,  

xey =  ,  ,xey =  

 一般地，可得   
xnx ee =)()(  

例 3  求 nxy n (= 为自然数）的各阶导数 

解  
1−= nnxy  

2)1( −−= nxnny  

3)2)(1( −−−= nxnnny  

4)4( )3)(2)(1( −−−−= nxnnnny  

…… 

!123)3)(2)(1(123)3)(2)(1()( nnnnnxnnnny nnn =−−−=−−−= −   

0)1( =+ny  

例 4 已知物体作变速运动，其运动方程为 233 +−= tts ，求物体运动的速度和加速度。 

解  33)23( 23 −=+−== tttsv  

ttsa 6)33( 2 =−==  

习题 2-5 

1、 求下列函数的二阶导数： 

（1） xxyxxy arctan)1()2(ln 22 +==  
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（3） )1ln()4()3( 24 xyxy −=+=  

（5） xxy cos=             （6） )1ln( 2xxy ++=  

2、 试求正弦函数与余弦函数的 n 阶导数。 

§2-6  函数的微分 

函数的导数描述了函数 )(xfy = 在点 x 处变化的快慢程度，即函数在点 x 处的变化率。

在实际问题中，我们常常还需要计算当自变量有一微小增量 x 时函数的增量 y 。计算函

数的增量 y 可用公式 )()( xfxxfy −+= ，但有时计算会比较麻烦，因此需要找到一

个表达函数增量的既简单又具有较高精确度的近似表达式。这样就引出了微分的概念。 

一、微分的概念 

1、微分的定义 

   如果函数 ) (x f y= 在点 0x 处可导，有    )(lim
0

xf
x

y

x
=





→
 

所以       +=



)( 0xf

x

y
   （其中 是当 0→x 时的无穷小） 

于是有         xxxfy += )( 0  

上式说明，函数的增量可以表示为两项之和，第一项 xxf  )( 0 是 x 的线性函数，我

们把它叫做 y 的线性主部，第二项 x 是当 0→x 时比 x 高阶的无穷小。当 x 很小

时， xxfy  )( 0 ，我们称第一项 xxf  )( 0 为函数 )(xfy = 的微分。 

定义  设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内可导，称为函数在点 0x 的微分，记作dy ，

即 

                 xxfdy = )( 0  

这时也说 )(xf 在点 0x 是可微的。 

一般地，函数 )(xfy = 在点 x 处的微分记作  xxfdy = )(  

例 1 求函数
3xy = 当 01.0,20 == xx 时的微分 

解  xxxxxxfdy ===
2

0

3

0 3)()(  

所以，当 01.0,20 == xx 时函数的微分为      12.001.023 2 ==dy  
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通常把自变量的增量 x 称为自变量的微分，记为dx。因此函数的微分可以写成 

        dxxfdy )(=   

由上式可得      
dx

dy
xf = )(  

即：函数的导数等于函数的微分dy 除以自变量的微分dx。因此，导数也叫做微商。 

2、微分的几何意义 

在曲线 )(xfy = 上取两点 ),(,),( 0000 yyxxNyxM ++ ，由图 2-可知， 

yQNxMQ == , 。 

过点M 作曲线的切线MT ，它的倾斜角为 ， 

则  dyxxfMQQP === )(tan  

由此可知，当 y 是曲线 )(xfy = 上的点的 

纵坐标的改变量时，dy 就是曲线的切线上的点的 

纵坐标的相应改变量。这就是微分的几何意义。            图 2- 

二、微分的运算 

1、微分的基本公式 

ccd (0)()1( = 为常数）               dxxxd 1)()2( −=    

dx
x

xddx
ax

xd a

1
)(ln)4(

ln

1
)(log)3( ==  

dxeeddxaaad xxxx == )()6(ln)()5(  

xdxxddxxxd sin)(cos)8(cos)(sin)7( −==  

xdxxddxxxd 22 csc)(cot)10(sec)(tan)9( −==  

xdxxxddxxxxd cotcsc)(csc)12(tansec)(sec)11( −==  

dx
x

xddx
x

xd
22 1

1
)(arccos)14(

1

1
)(arcsin)13(

−
−=

−
=  

dx
x

xarcddx
x

xd
22 1

1
)cot()16(

1

1
)(arctan)15(

+
−=

+
=  

2、微分的运算法则 

（1） dvduvud = )(                （2） udvvduuvd +=)(  
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（3） cducud =)( （ c 为常数）          
2

)()4(
v

udvvdu

v

u
d

−
=  

3、微分形式的不变性 

设函数 )(ufy =  

如果u 是自变量，则有  dxufdy )(=  

如果u 是中间变量，设 )(xu = ，则 y 是 x 的复合函数 )]([ xfy = 。根据复合函数

的求导法则，有   duufdxxufdy )()()( ==   

这说明，不论u 是自变量还是中间变量，函数 )(xfy = 的微分总可以表示为同一种形

式 duuf )( ，这一性质叫做微分形式的不变性。 

例 2  求 )12sin( += xy 的微分dy  

解 1  dxxdxxdxxdy )12cos(22)12cos(])12[sin( +=+=+=  

解 2  dxxxdxxddy )12cos(2)12()12cos()12sin( +=++=+=  

例 3 求
x

e
y

x2

= 的微分dy  

解 1  dx
x

xe
dx

x

exe
dx

x

e
dy

xxxx

2

2

2

222 )12(2
)(

−
=

−
==  

解 2  dx
x

xe

x

dxedxxe

x

dxexde

x

e
ddy

xxxxxx

2

2

2

22

2

222 )12(2
)(

−
=

−
=

−
==  

例 4 利用微分求由方程
yxxy bae = 所确定的隐函数 y 的导数

dx

dy
 

解  对方程两边分别求微分，得  )()( yxxy baded =  

)()()( yxxyxy bdaadbxyde +=  

bdybaadxabxdyydxe yxxyxy lnln)( +=+  

)ln(ln)( bdyadxbaxdyydxe yxxy +=+  

dxyadybx )(ln)ln( −=−  



 -35- 

即                  
bx

ya

dx

dy

ln

ln

−

−
=  

三、微分在近似计算中的应用 

我们已经知道，当 x 很小时，可以用函数的微分dy 来近似代替函数的增量 y ，即 

               dyxfxxfy −+= )()( 00                             (2-6-1) 

一般而言， x 越小，近似程度越高，由于通常dy 较 y 容易计算，所以(2-6-1)式很有实用

价值。下面从两个方面讨论微分在近似计算中的应用。 

1、计算函数增量的近似值 

例 5  一块金属圆片加热后，半径 cm10 由变为 cm05.10 ，问圆片的面积大约增加了多

少? 

解  设圆片的半径为 r ，面积为 S ，则   
2rS =  

由公式(2-6-1) 得    
205.01022 cmrrdSS  ===  

即   圆片的面积大约增加了
2cm  

2、计算了函数值的近似值 

由(2-6-1)式可得    xxfdyxfxxf =−+ )()()( 000  

即有         xxfxfxxf +=+ )()()( 000                               （2-6-2） 

如果在点 0x 处 )( 0xf 和 )( 0xf  的值较容易计算,那么, 当 x 很小时，就可以利用

（2-6-2）计算函数 )(xf 在 0x 处附近的函数值 )( 0 xxf + 的近似值. 

例 6 计算 46sin 的近似值 

解  设 xxf sin)( = ,  因为
1804

14546


+=+= ，取
180

,
4

0


== xx ,   

由于 xxf cos)( =  ， 容易求得 

2

2

4
cos)(,

2

2

4
sin)

4
()( 00 =====


xffxf  

代入公式（2-6-2）,得  7194.00123.07071.0
1802

2

2

2
46sin =+=+


 

在公式（2-6-2）中,令 xxx == ,00 ,  则有   
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     xffxf )0()0()( +                                            （2-6-3） 

++当 x 很小时,可用上式来计算函数 )(xf 在点 0=x 附近的近似值。我们可以应用公式

(2-6-3)推得以下几个在工程上常用的近似公式： 

（1） xe x +1                 （2） xx + )1ln(                （3） xx sin  

（4） xx tan                  （5） x
n

xn 1
11 ++            （6） xx arcsin   

上述公式请读者自行证明。 

例 7 计算 001.03 ,02.1 −e 的近似值： 

解  （1）利用近似公式（5）得  0067.102.0
3

1
102.0102.1 33 ++=  

（2）利用近似公式（1）得 999.0)001.0(1001.0 =−+−e  

 

 

习题 2-6 

1、 求下列函数的微分 

（1） 232 −+= xxy                 （2） )1ln(
2xey +=  

（3） xey x cos31−=                  （4）
xey 2sin=  

（5）
21arcsin xy −=              （6） )21(tan 22 xy +=  

（7）
12 +

=
x

x
y                   （8）

2)( xx eey −+=  

2、 求由下列方程所确定的隐函数 y 的导数
dx

dy
 

（1） yyx arctan=+                （2） 1ln =+ yye x
 

3、 将适当的函数填入下列的括号内，使等式成立 

（1） dxd 2)( =              （2） xdxd 3)( =  

（3） xdxd cos)( =         （4） dx
x

d
2

1
)(

+
=  

（5） dxed x2)( −=            （6） dx
x

d
1

)( =  

（7） )(sin)()(sin 2 xdxd =      
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（8） dxxdxd )()32()()]32[ln( =+=+  

4、 利用微分求下列各式的近似值 

（1） 3 1010        （2）
04.0e       （3） 29cos      （4） 002.1ln  


