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第一章 函数的极限与连续 

极限概念是高等数学中最基本、最重要的概念，是微积分理论的基础。本章将在复习高

中所学的极限概念的基础上，进一步介绍两个重要极限，无穷小与无穷大的概念以及函数的

连续性。 

§1-1  函数的极限 

一、函数的极限： 

1、当 →x 时，函数 )(xf 的极限 

定义 1  当 x  无限增大（即 →x ）时，如果函数 )(xf  无限地趋近于一个确定的常

数 A，那么常数 A 就叫做当 →x 时，函数 )(xf 的极限 。记作   

Axf
x

=
→

)(lim    或   当 →x 时   Axf →)(  

例如：当 →x 时 ， 0
1

)( →=
x

xf   便可记作    0
1

lim =
→ xx

 

定义 2  当 +→x （或 −→x ）时，如果 )(xf 无限地趋近于一个确定的常数 A，

那么常数 A 就叫做当 +→x （或 −→x ） 时，函数 )(xf 的极限，记作 

Axf
x

=
+→

)(lim   （ Axf
x

=
−→

)(lim ） 

或  +→x （ −→x ） Axf →)(  

例如：函数 xy arctan=  

当 +→x 时，
2

arctan


→x    记作  
2

arctanlim


=
+→

x
x

 

当 −→x 时，
2

arctan


−→x   记作  
2

arctanlim


−=
−→

x
x

 

Axf
x

=
→

)(lim  存在的充分必要条件是： )(lim xf
x +→

= Axf
x

=
−→

)(lim  

2、当 0xx → 时，函数 )(xf 的极限 

定义 3  当 0xx → （ x 可以不等于 0x ）时 ，若函数 )(xf 无限地趋近于一个确定的常

数 A，那么常数 A 就叫作当 0xx → 时函数 )(xf 的极限。记作  Axf
xx

=
→

)(lim
0

   或  当

0xx → 时   Axf →)(  

定义 4 无限地趋近于一个确定的常数 A，那么常数 A 就叫做函数 )(xf 当 0xx → 时的
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左极限（或右极限），记作： 

左极限： Axf
xx

=
−→

)(lim
00

   或    Axf =− )0( 0  

右极限： Axf
xx

=
+→

)(lim
00

   或    Axf =+ )0( 0  

Axf
xx

=
−→

)(lim
00

 存在的充分必要条件是： )0( 0 −xf = Axf =+ )0( 0  

例如  函数









+

=

−

=

0,1

0,0

0,1

)(

xx

x

xx

xf  

左极限   1)1(lim)(lim
00

−=−=
−− →→

xxf
xx

 

右极限   1)1(lim)(lim
00

=+=
++ →→

xxf
xx

 

因为     )(lim
00

xf
xx −→

)(lim
00

xf
xx +→

  

所以     )(lim
0

xf
x→

不存在 

二．极限的运算法则： 

设 BxgAxf == )(lim,)(lim  

法则 1  BAxgxfxgxf == )(lim)(lim)]()(lim[  

法则 2  BAxgxfxgxf == )(lim)(lim)]()(lim[  

法则 3  Akxfkxkf == )(lim)(lim   （其中 k 为常数） 

法则 4  
B

A

xg

xf

xg

xf
==

)(lim

)(lim

)(

)(
lim   )0)((lim = Bxg  

说明：1、法则 1 和法则 2 可以推广出有限个函数的情形； 

  2、由法则 2 可以得出：若 )(lim xf 存在，n 为正整数， 

则：    nn
xfxf )(lim)(lim =  

  3、法则 4 在使用时，分子分母的极限都必须存在且分母的极限不能为零。 

例 1 求   )132(lim 2

3
+−

→
xx

x
 

解  根据极限四则运算法则，得 

   )132(lim 2

3
+−

→
xx

x
= 1lim3lim2lim

33

2

3 →→→
+−

xxx
xx  

= 10133321lim3)lim(2 2

3

2

3
=+−=+−

→→
xx

xx
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例 2 求  
35

1
lim

2

3

2 +−

−

→ xx

x

x
 

解  
35

1
lim

2

3

2 +−

−

→ xx

x

x
=

3

7

3252

12

3lim5)lim(

1)(lim

2

3

2

2

2

3

2 −=
+−

−
=

+−

−

→→

→

xx

x

xx

x

 

例 3 求 
1

1
lim

2

1 +

−

−→ x

x

x
 

解   因为分母的极限 0)1(lim 2

1
=−

→
x

x
，因此不能应用商的极限运算法则，但分母

)1)(1(12 −+=− xxx ，而且当 1−→x 时 01+x ，故分式可以约去公因式 )1( +x ，所以 

1

1
lim

2

1 +

−

−→ x

x

x
=

1

)1)(1(
lim

1 +

−+

−→ x

xx

x
= 2)1(lim

1
−=−

−→
x

x
 

例 4 求  )
1

3

1

1
(lim

31 −
−

−→ xxx
 

解  当 1→x 时，两个分式分母的极限都为零，两项均无极限，不能直接应用求极限的

法则。可以先通分，约去非零因子 )1( −x ，再求极限 

)
1

3

1

1
(lim

31 −
−

−→ xxx
=

)1)(1(

)2)(1(
lim

21 ++−

+−

→ xxx

xx

x
= 1

111

21

1

2
lim

221
=

++

+
=

++

+

→ xx

x

x
 

例 5 求  
13

322
lim

2

2

+

+−

→ x

xx

x
 

解   由于分子，分母极限都不存在，因此不能用商的极限运算法则。先用
2x 去除分子，

分母，然后求极限，得 

13

322
lim

2

2

+

+−

→ x

xx

x
=

3

2

1
3

32
2

lim

2

2

=

+

+−

→

x

xx
x

 

例 6 求  
52

123
lim

23

2

+−

+−

→ xx

xx

x
 

解  分子，分母同除以
3x ，然后取极限，得 

52

123
lim

23

2

+−

+−

→ xx

xx

x
= 0

2

0

51
2

123

lim

3

32

==

+−

+−

→

xx

xxx
x
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















=

=
+++

+++
−

−

→

nm

nm

nm
b

a

bxbxb

axaxa

n

nn

m

mm

x

,

,0

,

lim
0

0

1

10

1

10





例 7 求  
123

52
lim

2

23

+−−

+−

→ xx

xx

x
 

解  利用例 6 的结果，并根据第 3 节中无穷小与无穷大的关系，得   

 
123

52
lim

2

23

+−−

+−

→ xx

xx

x
=  

由例 5，例 6，例 7 所给出的方法和结果，可以得出下列结论： 

 

例 8 求 )
21

(lim
222 n

n

nnn
+++

→
  

解   )
21

(lim
222 n

n

nnn
+++

→
 = )21(

1
lim

2
n

nn
+++

→
  

=
2

)1(1
lim

2

+


→

nn

nn
=

2

1
)

2

1

2

1
(lim =+

→ nn
 

 

习题 1-1 

1、 指出下列函数是由哪些简单函数复合而成的？ 

（1） )12sin( += xy                     （2）
2

tanln
x

y =  

（3） )(sin 2 xey =                       （4） )31ln( xy −=  

2、 求下列极限： 

（1） )65(lim 2

1
+−

→
xx

x
                   （2）

1

13
lim

21 +

+

−→ x

x

x
 

（3）
13

12
lim

2

2

+

++

→ x

xx

x
                    （4）

12

1
lim

2

2

1 −−

−

→ xx

x

x
 

（5）
2

312
lim

4 −

−+

→ x

x

x
                    （6）

x

x

x

24
lim

0

−+

→
 

（7） )1(lim xx
x

−+
+→

                 （8）
12

13
lim

3

2

+

−+

→ x

xx

x
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§1-2 无穷小与无穷大 

一、无穷小 

1、无穷小的定义 

  如果当 0xx → （或 →x ）时，函数 )(xf 的极限为零，即 

0)(lim
0

=
→

xf
xx

  （或 0)(lim =
→

xf
x

） 

则称函数 )(xf 是当 0xx → （或 →x ）时的无穷小量，简称无穷小。 

例如：函数 1)( −= xxf 是当 1→x 时的无穷小，又如函数
x

xf
1

)( = 是 

当 →x 时的无穷小。 

在无穷小的定义中要注意以下的问题： 

（1）要指明自变量的变化过程，如
x

xf
1

)( = 是当 →x 时的无穷小；但当 2→x 时，

x
xf

1
)( = 就不是无穷小。 

（2）极限为零的函数都是无穷小，但无穷小并不一定都等于零。 

（3）不能说绝对值非常小的常数是无穷小，常数中只有零可以当作无穷小。 

2、无穷小的性质 

（1）有限个无穷小的代数和仍为无穷小； 

（2）有限个无穷小的乘积仍为无穷小； 

（3）有界函数与无穷小之积仍为无穷小； 

（4）常数与无穷小的乘积仍为无穷小。 

例 1 求
x

x

x

sin
lim

→
 

解  当 →x 时，分子分母的极限都不存在，但 x
xx

x
sin

1sin
= ，当 →x 时，

x

1
是

无穷小，而 xsin 是有界函数，所以根据无穷小的性质 3 可知 

x

x

x

sin
lim

→
=0 

 3、无穷小与函数极限的关系 

定理   在自变量的同一变化过程中 0xx → （或 →x ），具有极限的函数等于它的极

限与一个无穷小之和；反之，如果函数可以表示为一个常数与无穷小之和，那么该常数就是

这个函数的极限。 

即   Axf =)(lim 的充要条件为 += Axf )(  （其中，A 是常数，  是当 0xx → （或

→x ）时的无穷小，即 0lim = ） 
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二、无穷大 

1、无穷大的定义： 

如果当 0xx → （或 →x ）时，函数 )(xf 的绝对值无限增大，则称函数 )(xf 是当

0xx → （或 →x ）时的无穷大量，简称无穷大。 

当 0xx → （或 →x ）时为无穷大的函数，按通常的定义来说，极限是不存在的，但

为了便于叙述函数的这一状态，我们也说“函数的极限是无穷大”，记作  

=
→

)(lim
0

xf
xx

  （或 =
→

)(lim xf
x

）  

例如， xxf =)( 是当 →x 时的无穷大，
1

1
)(

−
=

x
xf 是当 1→x 时的无穷大。 

在无穷大定义中要注意以下问题： 

（1）要指明自变量的变化趋势； 

（2）不能说一个非常非常大的常数为无穷大，无穷大表示一个变量，在变化过程中，

其绝对值可变得比任何一个很大的正数还大。 

2、无穷小与无穷大的关系： 

定理  在自变量的同一变化过程中，如果 )(xf 为无穷大，则
)(

1

xf
为无穷小；反之，

如果 )(xf 为无穷小，且 0)( xf ，则
)(

1

xf
为无穷大 

例如，当 +→x 时，
x2 是无穷大，而

x2

1
是无穷小；当 0→x 时 xxf =)( 是无穷小，

而
x

xf
1

)( = 是无穷大。 

例 2 求
23

12
lim

23

4

++

−+

→ xx

xx

x
 

解  当 →x 时，分子分母的极限都不存在，不能用商的法则求极限，但是 

0
12

1

231

lim
12

23
lim

43

42

4

23

=

−+

++

=
−+

++

→→

xx

xxx

xx

xx

xx
 

 所以根据无穷小与无穷大的关系有    =
++

−+

→ 23

12
lim

23

4

xx

xx

x
 

三、无穷小的比较 

由无穷小的性质可知，两个无穷小的和、差、积仍是无穷大小，但两个无穷小的商却会
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出现不同的情况。例如，当 0→x 时， xxx sin,,3 2
都是无穷小，但 

===
→→

→

200

0

2 3
lim,

3

1

3

sin
lim,0

3
lim

x

x

x

x

x

x

xx

x

 

这些情形说明，不同的无穷小趋近于零的快慢程度不同。为了描述无穷小的这种重要关

系，我们有如下的定义。  

定义  设  , 是同一变化过程中的无穷小； 

（1） 如果 0lim =



，则称 是比 较高阶的无穷小，记为 )( o=  

（2） 如果 =



lim ，则称 是比 较低阶的无穷小； 

（3） 如果 )0(lim = CC



，则称 是与 同阶的无穷小； 

（4） 如果 1lim =



，则称 是与 等价的无穷小，记作 ~  

等价无穷小必然是同阶无穷小，但同阶无穷小不一定是等价无穷小。 

关于等价无穷小有下面重要的性质： 

定理   设   ,,, 为统一变化过程中的无穷小，若   ~,~ ，且







lim

存在，则有 =



lim








lim  

这个定理告诉我们，在求两个无穷小之比的极限时，可将分子，分母用等价无穷小

来代替，这样做，可以简化极限计算。 

例 3  求
x

x

x

3sin
lim

0→
 

解  当 0→x 时， xx 3~3sin      

所以      
x

x

x

3sin
lim

0→
= 3

3
lim

0
=

→ x

x

x
 

例 4  求
30

sintan
lim

x

xx

x

−

→
 

解   )cos1(tansintan xxxx −=−  

当 0→x 时，
2

~cos1,~tan
2x

xxx −  

所以     
30

sintan
lim

x

xx

x

−

→
=

2

12lim
)cos1(tan

lim
3

2

030
=



=
−

→→ x

x
x

x

xx

xx
 

应用等价无穷小求极限，要注意以下两点： 

（1）分子、分母都是无穷小； 

（2）用等价无穷小代替时，只能换掉整个分子或分母，而不能只换分子或分母中的一
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部分。 

习题 1-2 

1、 当 0→x 时，
22 xx − 与

32 xx − 相比，那一个是高阶无穷小？ 

2、证明：当 0→x 时，有 

（1） xx ~arcsin                  （2）
2

~cos1
2x

x−  

3、求下列函数的极限： 

（1）
x

x

x

sin
lim

→
             （2）

xx

x

x 3

sin
lim

20 +→
 

（3）
x

x

x 3sin

2tan
lim

0→
            （4）

x

x

x

3sin
lim

0→
 

§1-3  两个重要极限 

一、极限存在的准则 

准则 1（单调有界准则）单调有界数列必有极限 

准则 2（夹逼准则）设函数 )(,)(,)( xhxfxg 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，且

满足下列条件： 

(1) )()()( xhxfxg   

(2) Axhxg
xxxx

==
→→

)(lim)(lim
00

 

则有   Axf
xx

=
→

)(lim
0

 

证明从略 

二、两个重要极限 

1、 1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
 

这个极限有以下两个特征： 

(1)分子分母均为 0→x 时的无穷小 

(2)分子中正弦符号后的变量与分母在形式上必须一样。如等等。当分子，分母趋于零

时，它们的极限都等于 1，否则极限不等于 1。 

例 1  求
x

x

x

3sin
lim

0→
 

解 
x

x

x

3sin
lim

0→
= 313

3

3sin
lim33

3

3sin
lim

00
===

→→ x

x

x

x

xx
                

例 2  求
x

x

x sin
lim

0→
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解  
x

x

x sin
lim

0→
=

x

xx sin

1
lim

0→
= 1

sin
lim

1

0

=

→ x

x

x

 

例 3   求
x

x

x

tan
lim

0→
 

解   
x

x

x

tan
lim

0→
=

xx

x

x cos

sin
lim

0→
=

xx

x

x cos

1sin
lim

0


→
= 1

cos

1
lim

sin
lim

00
=

→→ xx

x

xx
 

例 4   求
20

cos1
lim

x

x

x

−

→
 

解   
20

cos1
lim

x

x

x

−

→
=

2

2

0

2
sin2

lim
x

x

x→
=

2

2

0

)
2

(4

)
2

(sin2

lim
x

x

x


→

=
2

1

)
2

(

)
2

(sin

lim
2

1

2

2

0
=

→ x

x

x
 

2、 e
x

x

x
=+

→
)

1
1(lim  

其中 e 是常数，且是无理数          45904571828818282、=e  

列表观察函数
x

x
）（

1
1+ ，当 →x 时的变化趋势。 

x … 10 102 103 104 105 106 … 

x

x








+

1
1

 

… 2.59374 2.70481 2.71692 2.71815 2.71827 2.71828 … 

 

x … -10 -102 -103 -104 -105 -106 … 

x

x








+

1
1

 

… 2.86797 2.73200 2.71964 2.71841 2.71830 2.71828 … 

 

由上表可知，当 →x 时， e
x

x →+ ）（
1

1 即 e
x

x

x
=+

→
)

1
1(lim 这个极限有如下特征： 

（1）函数括号内是两项的和，第一项是 1，第二项是无穷小； 

（2）括号外的指数是括号内无穷小的倒数（即指数趋于）。 

令
t

x
1

= 即
x

t
1

= 当 →x 时， 0→t ，可以得到该极限的另一种形式 

     et t

t
=+

→

1

0
)1(lim     即    ex x

x
=+

→

1

0
)1(lim   

例 5  求
x

x x
)

2
1(lim +

→
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解  
x

x x
)

2
1(lim +

→
=

2
2

2

1
1lim



→



















+

x

x x
=

222 ])

2

1
1(lim[ e

x

x

x
=+

→
  

例 6   求 2)
1

1(lim +

→
+ x

x x
 

解   
2)

1
1(lim +

→
+ x

x x
=

2)
1

1()
1

1(lim
xx

x

x
++

→
= ee

xx x

x

x
==++

→→
1)

1
1(lim)

1
1(lim 2

 

例 7  求 22)
1

(lim −

→ −

x

x x

x
 

解   
22)

1
(lim −

→ −

x

x x

x
=

)1(2)
1

11
(lim −

→ −

+− x

x x

x
=

)1(2)
1

1
1(lim −

→ −
+ x

x x
 

=
2)1( ])

1

1
1[(lim −

→ −
+ x

x x
=

22)1( ])
1

1
1(lim[ e

x

x

x
=

−
+ −

→
 

 

 

习题 1-3 

1、计算下列极限： 

（1）
x

x

x 5sin

2tan
lim

0→
                  （2）

 −→ x

x

x

sin
lim  

（3）
x

x

x

2

0

sin
lim
→

                  （4）
x

x

x

arcsin
lim

0→
 

（5）
x

x
x

1
sinlim

→
                  （6）

xx

x

x sin

2cos1
lim

0

−

→
 

2、计算下列极限： 

（1） x

x
x

1

0
)1(lim −

→
                  （2）

x

x

x sec3

2

)cos1(lim +
→


 

（3）
x

x x

x 2)
1

(lim
−→

                 （4）
1)

12

32
(lim +

→ +

+ x

x x

x
 

（5）
x

x x

x
)

1
(lim

2

2

−→
                 （6） x

x
x

1

0
)31(lim +

→
 

§1-4  函数的连续性 

一、函数的连续性 

1、函数的改变量（或增量） 

定义  如果变量u 从初值 1u 变到终值 2u ，那么终值 2u 与初值 1u 的差叫做变量u 的增量

（或改变量）。记为 u ， 即        12 uuu −=  
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（1） 增量 u 可以是正的，也可以是负的，当 u 为正时，变量u 是增加的；当 u 为负

时，变量u 是减少的。 

（2）  u 并不表示与u 的乘积，而是一个不可分割的整体。 

设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内有定义。当自变量 x 从 0x 变到 xx +0 时，函数

y 的值相应地由 )( 0xf 变到 )( 0 xxf + ，因此函数 y 的相应增量为 

)()( 00 xfxxfy −+=  

2、函数 )(xfy = 在点 0x 的连续性 

定义 1 设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内有定义，当自变量 x 在 0x 的增量 x 趋近

于零时，函数 )(xfy = 相应的增量 )()( 00 xfxxfy −+= 也趋近于零，即  0lim
0

=
→

y
x

 

称函数 )(xfy = 在点 0x 处是连续的。         

例 1  证明函数 12 += xy 在点 1=x 处是连续的。 

证  函数的定义域为 ),( +− ，设自变量在 1=x 处有增量 x ，则函数相应的增量

为       xxfxfy =+−++=−+= 2)112(]1)1(2[)1()1(  

因为   02limlim
00

==
→→

xy
xx

 

所以   由定义 1 知函数 12 += xy 在点 1=x 处是连续的 

在定义 1 中，如果设 xxx += 0 ，则 0→x 就是 0xx → ， 0→y 就是

)()( 0xfxf → ， 0lim
0

=
→

y
x

就是 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

。因此函数在点 0x 的连续性的定义又

可叙述如下： 

定义 2  设函数 )(xfy = 在点 0x 的某一邻域内有定义，如果函数 )(xf 当 0xx → 时的

极限存在，且等于它在点 0x 处的函数值 )( 0xf ，即      )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

那么，就说函数 )(xfy = 在点 0x 是连续的，点 0x 叫做函数的连续点。 

例 2  用定义 2 证明函数 12 += xy 在点 1=x 处是连续的。 

证  函数的定义域为 ),( +−  

3)12(lim)(lim
11

=+=
→→

xxf
xx
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3112)1( =+=f  

即有       )1()(lim
1

fxf
x

=
→

 

所以   12 += xy 在点 1=x 处是连续的 

下面给出左、右连续的概念： 

定义 3  设函数 )(xfy = 在区间 ],( ba 内有定义，如果左极限 )(lim
0

xf
bx −→

存在且等于

)(bf ，即 )()(lim
0

bfxf
bx

=
−→

，就说函数 )(xf 在点b 左连续。 

定义 4  设函数 )(xfy = 在区间 ),[ ba 内有定义，如果右极限 )(lim
0

xf
ax +→

存在且等于

)(af ，即 )()(lim
0

afxf
ax

=
+→

，就说函数 )(xf 在点a 右连续。 

3、函数 )(xfy = 在区间内的连续性 

在区间 ),( ba 内每一点都连续的函数叫做该区间内的连续函数；区间 ),( ba 叫做函数

的连续区间。如果 )(xf 在 ],[ ba 上有定义，在 ),( ba 内连续，且在右端点b 左连续，在左

端点a 处右连续，即   )()(lim
0

afxf
ax

=
+→

   )()(lim
0

bfxf
bx

=
−→

 

那么函数就在闭区间 ],[ ba 上连续。 

连续函数的图像是一条不间断的曲线。 

二、函数的间断点 

根据函数在点 0x 的连续性的定义可知，要使函数 )(xfy = 在点 0x 的连续，必须满足以

下三个条件： 

（1） 在点 0x 的某一邻域内有定义 

（2） )(lim
0

xf
xx→

存在 

（3） )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

不满足以上三个条件之一者，就称函数 )(xfy = 在点 0x 处的是不连续的，或是间断的。

点 0x 称函数 )(xf 的不连续点，或是间断点。 

例 3 函数
1

1
)(

2

−

−
=

x

x
xf 在点 1=x 处没有定义，所以 1=x 是函数 )(xf 的间断点。但 
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2)1(lim
1

1
lim

1

2

1
=+=

−

−

→→
x

x

x

xx
 

例 4 函数









+

=

−

=

0,1

0,0

0,1

)(

xx

x

xx

xf 在点 1=x 处有定义，且 0)0( =f  

但左极限  1)1(lim)(lim
00

−=−=
−− →→

xxf
xx

 

右极限  1)1(lim)(lim
00

=+=
++ →→

xxf
xx

 

左、右极限不相等，所以 )(lim
0

xf
x→

不存在， 0=x 是函数 )(xf 的间断点。 

例 5 正切函数 xy tan= 在点 ),3,2,1,0(
2

=+= kkx


 处没有定义，所以

点 ),3,2,1,0(
2

=+= kkx


 是函数的间断点。 

通过上述几个间断点的例题可以看出，间断点有着不同的类型，我们通常把间断点分成

两类： 

（1）如果函数 )(xfy = 在间断点 0x 处的左右极限都存在，则称 0x 为函数的第一类间断

点。在第一类间断点中若当 )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx +→−→

= （即 )(lim
0

xf
xx→

存在），称 0x 为可去间

断点，如例 3。若 )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx +→−→

 ，称 0x 为跳跃间断点，如例 4。 

（2）除第一类间断点外的任何间断点都称为第二类间断点。第二类间断点又可分为无穷

型、振荡型等，如例 5 为无穷型（在间断点处 )(xf 的左右极限中有一个为无穷大）。 

三、初等函数的连续性 

由极限的四则运算法则及函数点 0x 是连续性的定义可得下面定理： 

定 理 1  若 )(,)( xgxf 均 在 点 0x 处 连 续 ， 则

)0)((
)(

)(
,)()(,)()( 0  xg

xg

xf
xgxfxgxf 也都在点 0x 处连续。 

定理告诉我们，连续函数的和（差），积，商（分母不为零）仍是连续函数。 

我们还可以得到连续函数的复合函数的连续性定理 

定理 2  连续函数的复合函数仍是连续函数。 

由定理 1 和定理 2 及初等函数定义可得出 

定理 3  一切初等函数在其定义域内是处处连续的。 

定理 3 给我们提供了求初等函数求极限的一个重要而简单的方法，如果 )(xf 是初等函
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数，且 0x 是定义域内的点，则    )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

并且求复合函数的极限时，函数符号“ f ”和极限符号“ lim ”可以交换次序。 

例 6 求 )14(lim
0

++
→

xe x

x
 

解  因为 14)( ++= xexf x
是在 ),( +− 内是连续的初等函数，而 0=x 是定义区

间内的一点，因此有  2104)14(lim 0

0
=++=++

→
exe x

x
 

例 7 求 )1arcsin(lim 2

0
+

→
x

x
 

解  
2

1arcsin)]1(limarcsin[)1arcsin(lim 2

0

2

0


==+=+

→→
xx

xx
 

四、闭区间上连续函数的性质 

性质 1（最大值与最小值定理） 

    如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则它在这个区间上一定有最大值与最小值 

性质 2（介值定理） 

    如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，m 和M 分别为 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上的最

大值与最小值，则对介于 m 和 M 之间的任一实数 c （即 Mcm  ），至少存在一点

),( ba ，使得 cf =)(  

推论（根的存在定理） 

    如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，且 )(af 与 )(bf 异号，则至少存在一点

),( ba ，使得 0)( =f  

例 8 证明方程 0135 =−− xx 在区间 )2,1( 内至少有一个实根 

证  13)( 5 −−= xxxf 是初等函数，它在 ]2,1[ 上是连续的， 

且     025)2(03)1( =−= ff  

根据根的存在定理可知，至少存在一点 )2,1( ，使得   0)( =f  

即       )21(0135 =−−   

上式说明，方程 0135 =−− xx 在区间 )2,1( 内至少有一个实根。 
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习题 1-4 

1、 讨论函数




+

−
=

1,3

10,1
)(

2

xx

xx
xf 在 2,1,

2

1
=== xxx 各点的连续性，并画出它

们的图像。 

2、 求下列函数的间断点： 

（1）
23

1
2

2

+−

−
=

xx

x
y                    （2）





−

−
=

1,2

1,1

xx

xx
y  

（3）










+
=

0,
3sin

0,3 2

x
x

x

xx
y  

3、 求下列极限： 

（1） 52lim 2

0
+−

→
xx

x
                  （2）

)cos(2

2sin
lim

4
x

x

x −→ 
 

（3）
1

45
lim

1 −

−−

→ x

xx

x
                 （4）

x

x

x

)31ln(
lim

0

+

→
 

（5） )3cos2ln(lim

9

x
x


→

                   （6）
t

e t

t

1
lim

2

+

−→
 

（7） )(lim 2 xxx
x

−+
+→

                （8）
x

e x

x

1
lim

0

−

→
 

4、证明方程 014 23 =+− xx 在区间 )1,0( 内至少有一个实根。 

 


